
ПОЛЯ, ВАКУУМ
И ЗЕРКАЛЬНАЯ
ВСЕЛЕННАЯ
Перевод с 3-го, переработанного

английского издания

Л. Борисова и Д. Рабунский



Поля, вакуум и
зеркальная Вселенная

Поля и частицы
в пространстве-времени

общей теории относительности

Лариса Борисова и Дмитрий Рабунский

Переведено на русский язык
с 3-го, переработанного

английского издания 2023 г.

Первое англ. издание опубликовано в 2001 г.
Французский перевод издан в 2010 г.

New Scientific Frontiers
London, 2023



Аннотация: — В книге построена теория негеодезического движения частиц
в пространстве-времени общей теории относительности. Движение заряженных
частиц в электромагнитном поле рассмотрено в искривлённом пространстве-
времени (в противоположность к обычной релятивистской электродинамике, по-
строенной в пространстве-времени специальной теории относительности). Теория
движения частиц со спином построена на основе вариационного принципа: этот
подход показывает, что все элементарные частицы со спином связаны особым
квантовым соотношением. Физический вакуум и силы неньютоновской гравита-
ции, действующие в нём, определены через лямбда-член в уравнениях Эйнштей-
на. Предложена космологическая концепция инверсионного взрыва Вселенной
из компактного объекта, радиус которого равен классическому радиусу электро-
на. Рассмотрены физические условия внутри мембраны, разделяющей области
пространства-времени, в которых время течёт в будущее и в прошлое (наш мир и
зеркальная Вселенная).

© Л. Б. Борисова и Д. Д. Рабунский 1999, 2001, 2009, 2010, 2023
Соглашение об авторском праве: — Все права защищены. Эта книга опубликова-
на и распространяется в соответствии с “Будапештской инициативой открытого
доступа”. Это означает, что электронное копирование, печать и распространение
этой книги для некоммерческого, академического или индивидуального использо-
вания может осуществляться любым пользователем без разрешения и без оплаты.
Любая часть этой книги, цитируемая или используемая каким-либо образом в дру-
гих публикациях, должна содержать ссылку на эту публикацию. Никакая часть
этой книги не может быть воспроизведена в какой бы то ни было форме (включая
хранение на любом носителе) для коммерческого использования без предвари-
тельного разрешения владельца авторских прав. Запросы на разрешение воспро-
изведения любой части этой книги для коммерческого использования должны
быть адресованы Авторам. Авторы сохраняют за собой право использовать эту
книгу целиком или её часть в любых других публикациях и любым способом, ко-
торый они сочтут нужным. Настоящее Соглашение об авторском праве остаётся
в силе, даже если Авторы передадут авторские права на эту книгу другому лицу.
Настоящим Авторы ограждают Издателя от любых претензий или обязательств,
касающихся авторства, публикации или распространения этой книги.

Эта книга была набрана и свёрстана с использованием настольной издательской
системы LATEX.
New Scientific Frontiers — издательство, зарегистрированное в Nielsen Book Ser-
vices Ltd., Уокинг, графство Суррей, Великобритания.

ISBN: 978-1-7392930-4-8

Опубликовано в Великобритании.



Содержание

Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

Глава 1 Введение
1.1 Геодезическое движение частиц . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 Физически наблюдаемые величины . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3 Динамические уравнения движения свободных частиц . . 24
1.4 Негеодезическое движение частиц. Постановка задачи . . 31

Глава 2 Основы тензорной алгебры и анализа
2.1 Тензоры и тензорная алгебра . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2 Скалярное произведение векторов. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .42
2.3 Векторное произведение векторов. Антисимметричные

тензоры и псевдотензоры . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.4 Абсолютный дифференциал и производная по направ-

лению . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.5 Абсолютная дивергенция и ротор . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .55
2.6 Операторы Лапласа и Даламбера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.7 Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Глава 3 Заряженная частица в псевдоримановом пространстве
3.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .70
3.2 Наблюдаемые компоненты тензора электромагнитного

поля. Инварианты поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
3.3 Хронометрически инвариантные уравнения Максвелла.

Закон сохранения электрического заряда. Условие Ло-
рентца . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.4 Четырёхмерные уравнения Даламбера для электромаг-
нитного потенциала и их наблюдаемые компоненты . . . . . 85

3.5 Хронометрически инвариантная сила Лоренца. Тензор
энергии-импульса электромагнитного поля . . . . . . . . . . . . . 91



4 Содержание

3.6 Вывод уравнений движения заряженной частицы мето-
дом параллельного переноса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.7 Уравнения движения заряженной частицы, следующие
из принципа наименьшего действия как частный случай
полученных уравнений движения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .106

3.8 Геометрическая структура четырёхмерного потенциала
электромагнитного поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

3.9 Уравнения Минковского как частный случай получен-
ных уравнений движения. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .115

3.10 Структура псевдориманова пространства со стационар-
ным электромагнитным полем. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .118

3.11 Движение заряженной частицы в стационарном электри-
ческом поле . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

3.12 Движение заряженной частицы в стационарном магнит-
ном поле . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
3.12.1 Магнитное поле сонаправлено с полем неголо-
номности пространства . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
3.12.2 Магнитное поле ортогонально полю неголоном-
ности пространства . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

3.13 Движение заряженной частицы в стационарном электро-
магнитном поле . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
3.13.1 Магнитное поле ортогонально к электрическому
и параллельно полю неголономности пространства . . . . . 156
3.13.2 Магнитное поле параллельно электрическому и
ортогонально полю неголономности пространства . . . . . .159

3.14 Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

Глава 4 Частица со спином в псевдоримановом пространстве
4.1 Постановка задачи. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .165
4.2 Спин-импульс частицы в уравнениях движения . . . . . . . . 171
4.3 Уравнения движения частицы со спином . . . . . . . . . . . . . . 176
4.4 Физические условия спин-взаимодействия . . . . . . . . . . . . . 185
4.5 Движение элементарных частиц со спином. . . . . . . . . . . . .189
4.6 Частица со спином в электромагнитном поле . . . . . . . . . . 199
4.7 Частица со спином в стационарном магнитном поле . . . . 205

4.7.1 Магнитное поле сонаправлено с полем неголоном-
ности пространства . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208



Содержание 5

4.7.2 Магнитное поле ортогонально полю неголономно-
сти пространства . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

4.8 Закон квантования масс элементарных частиц . . . . . . . . . 218
4.9 Комптоновская длина волны . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223
4.10 Безмассовая частица со спином . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
4.11 Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

Глава 5 Физический вакуум
5.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
5.2 Наблюдаемая плотность вакуума. Неньютоновская гра-

витация. Т-классификация материи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
5.3 Физические свойства вакуума. Космология . . . . . . . . . . . . 248
5.4 Концепция инверсионного взрыва Вселенной . . . . . . . . . . 257
5.5 Неньютоновские гравитационные силы . . . . . . . . . . . . . . . . 261
5.6 Гравитационный коллапс . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .264
5.7 Инфляционнный коллапс . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
5.8 Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

Глава 6 Зеркальная Вселенная
6.1 Концепция зеркальной Вселенной . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
6.2 Условия перехода через мембрану между нашим миром

и зеркальной Вселенной . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
6.3 Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290

Литература. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .292
Предметный указатель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .297



Предисловие

Это — книга, написанная в 1999 году физиками-теоретиками
Ларисой Борисовой и Дмитрием Рабунским.

Книга предлагает новое теоретическое исследование, развива-
ющее теорию физических наблюдаемых в общей теории относи-
тельности. В своей знаменитой книге Теория поля Лев Ландау и
Евгений Лифшиц подробно описали движение частиц в электро-
магнитном и гравитационном полях. Однако в 1930-е годы методы
общековариантного анализа ещё не учитывали понятий о физи-
чески наблюдаемых величинах (хронометрических инвариантах).
Поэтому авторы распространили математический аппарат хроно-
метрических инвариантов на существующую физическую теорию,
применив его к движению частиц в электромагнитном и гравита-
ционном полях. Кроме того, Ландау и Лифшиц не рассматривали
движение частицы с внутренним вращательным моментом (спи-
ном). Поэтому отдельная глава в этой книге посвящена движению
частиц со спином. В двух других главах авторы вводят теорию фи-
зического вакуума и теорию зеркальной Вселенной. Авторы также
включили главу с изложением элементов тензорной алгебры и ана-
лиза в терминах хронометрических инвариантов. Всё это делает
данную книгу современным дополнением к Теории поля.

Париж, 17 июня 2010

В 3-м издании авторы добавили список хронометрически инва-
риантных производных, а также ссылки на свои недавние публика-
ции. Мы также исправили опечатки, обнаруженные в предыдущих
изданиях.

Калé, 10 января 2023 Патрик Маркé
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Глава 1 Введение

1.1 Геодезическое движение частиц

Многочисленные эксперименты по проверке выводов общей
теории относительности прямо свидетельствуют о том, что её ба-
зовое пространство-время (четырёхмерное псевдориманово про-
странство) является основой геометрии нашего реального мира.
Это означает также, что даже по мере развития экспериментальной
физики и астрономии, когда обнаружатся новые пространственно-
временные эффекты, необъяснимые в рамках существующей тео-
рии, четырёхмерное псевдориманово пространство будет основой
для дальнейшего расширения базовой геометрии общей теории от-
носительности и войдёт в неё как частный случай. Поэтому, при
построении математической теории движения частиц, мы рассмат-
риваем их движение именно в четырёхмерном псевдоримановом
пространстве.

Здесь необходимо сделать одно замечание, касающееся терми-
нологии. Вообще базовое пространство-время общей теории отно-
сительности — это риманово пространство* четырёх измерений
со знакопеременной сигнатурой Минковского (+−−−) или (−+++).
Последнее означает (3+1)-разбиение координатных осей римано-
ва пространства на три пространственные координатные оси и ось
времени. Из соображений удобства в расчётах наиболее часто рас-
сматривают риманово пространство с сигнатурой (+−−−), когда
время является вещественным, а пространство мнимым. В некото-
рых теориях, в основном в специальной теории относительности,

*Метрическое пространство, геометрия которого определяется метрикой Ри-
мана ds2 = gαβ dxαdxβ. Бернхард Риман (1826–1866), немецкий математик, осно-
воположник римановой геометрии (1854).
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используют также сигнатуру (−+++), когда время мнимое, а про-
странство вещественное. Но сигнатура римановых пространств мо-
жет быть и знакопостоянной, например (++++). Поэтому римано-
во пространство со знакопеременной сигнатурой обычно называют
псевдоримановым пространством, чтобы подчеркнуть разбиение
координатных осей на два типа. Однако при этом его геометриче-
ские свойства всё равно относятся к свойствам римановой геомет-
рии и приставка “псевдо” с математической точки зрения не совсем
корректна. Тем не менее мы будем использовать это обозначение
как устоявшееся и привычное пониманию.

Итак, рассмотрим движение частиц в четырёхмерном псевдори-
мановом пространстве. Если на частицу действует только гравита-
ционная сила, то она находится в свободном падении, двигаясь по
кратчайшей (геодезической) траектории. Такое движение частицы
называют свободным, или геодезическим движением. Если же на
частицу действуют какие-то дополнительные силы негравитацион-
ной природы, то они отклоняют её от геодезической траектории и
движение частиц становится негеодезическим.

С геометрической точки зрения движение частицы в четырёх-
мерномпсевдоримановомпространстве есть параллельный перенос
некоторого четырёхмерного вектора Qα, характеризующего движе-
ние этой частицы и, поэтому, касательного к траектории движения
в каждой её точке. Соответственно, уравнения движения частицы
являются уравнениями параллельного переноса вектора Qα вдоль
её четырёхмерной траектории и представляют собой выражения аб-
солютной производной данного вектора по некоторому параметру
ρ, который имеет место вдоль всей траектории движения частицы
и на этом протяжении не равен нулю

DQα

dρ
=

dQα

dρ
+ ΓαµνQµ dxν

dρ
, α, µ, ν = 0, 1, 2, 3. (1.1)

Здесь DQα = dQα +ΓαµνQµdxν абсолютный дифференциал (аб-
солютное приращение) вектора Qα, отличающийся от обычного
дифференциала dQα наличием символов Кристоффеля 2-го рода
Γαµν (коэффициентов связности риманова пространства)*, которые

*Коэффициенты связности риманова пространства (символы Кристоффеля)
названы по имени Эльвина Бруно Кристоффеля (1829-1900), немецкого матема-
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вычисляются через символы Кристоффеля (коэффициенты связ-
ности) 1-го рода Γµν,ρ и являются функциями первых производных
фундаментального метрического тензора gαβ

Γαµν = g
αρ Γµν,ρ , Γµν,ρ =

1
2

(
∂gµρ

∂xν
+
∂gνρ

∂xµ
−
∂gµν

∂xρ

)
. (1.2)

При движении вдоль геодезической траектории (свободное дви-
жение) параллельный перенос осуществляется методом, который
предложил Леви-Чивита*. В этом случае абсолютная производная
четырёхмерного вектора частицы равна нулю

dQα

dρ
+ ΓαµνQµ dxν

dρ
= 0 , (1.3)

а квадрат переносимого вектора сохраняется вдоль всей траектории
QαQα = const. Такие уравнения называются уравнениями движения
свободных частиц.

В рамках кинематики движение частицы характеризуется четы-
рёхмернымвектором скорости (иначе именуемым кинематическим
вектором)

Qα =
dxα

dρ
, (1.4)

при параллельном переносе которого в смысле Леви-Чивиты полу-
чаются уравнения четырёхмерных траекторий свободной частицы
(уравнения геодезических линий)

d2xα

dρ2 + Γ
α
µν

dxµ

dρ
dxν

dρ
= 0 . (1.5)

Необходимость условия ρ, 0 вдоль траектории движения при-
водит к тому, что параметр дифференцирования ρ оказывается раз-
ным вдоль траекторий различного типа. В псевдоримановом про-
странстве принципиально возможны три типа траекторий, каждому
их которых соответствует свой тип частиц:

тика, который вывел их в 1869 году. В пространстве-времени специальной теории
относительности (пространство Минковского) всегда можно задать инерциаль-
ную систему отсчёта, в которой матрица фундаментального метрического тензо-
ра принимает вид диагональной единичной матрицы и все символы Кристоффеля
обращаются в нуль.

*Туллио Леви-Чивита (1873–1941) — итальянский математик, впервые рас-
смотревший такой параллельный перенос [1].
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1) неизотропные вещественные траектории, лежащие “внут-
ри” светового конуса. Вдоль таких траекторий квадрат про-
странственно-временного интервала ds2 > 0, а сам интервал
ds является вещественным. Это траектории движения досве-
товых частиц с ненулевой массой покоя и вещественной ре-
лятивистской массой;

2) неизотропные мнимыетраектории, лежащие “снаружи” све-
тового конуса. Вдоль траекторий такого типа ds2 < 0, а сам ин-
тервал ds является мнимым. Это траектории движения сверх-
световых частиц— тахионов*, релятивистская масса которых
является мнимой;

3) изотропные траектории, лежащие собственно на световом
конусе и представляющие собой траектории частиц с нуле-
вой массой покоя (безмассовые светоподобные частицы), дви-
жущихся со скоростью света. Вдоль изотропных траекторий
ds2 = 0, но не равен нулю трёхмерный интервал.

В качестве параметра дифференцирования вдоль неизотропных
траекторий обычно используют пространственно-временной интер-
вал ds. Однако, вдоль траекторий безмассовых частиц ds= 0 и его
нельзя использовать как параметр дифференцирования. Поэтому в
1944 году А.Л. Зельманов предложил использовать в качестве па-
раметра дифференцирования вдоль изотропных траекторий другую
величину, не равную нулю вдоль изотропных траекторий

dσ2 =

(
− gik +

g0ig0k

g00

)
dxidxk, (1.6)

которая представляет собой трёхмерный (пространственный) фи-
зически наблюдаемый интервал [9]. Независимо от Зельманова, к
такому же выводу пришли Ландау и Лифшиц (см. §84 в их фунда-
ментальной книге Теория поля [10]).

*Тахионы (tachyons) — сверхсветовые частицы. Возможность их существова-
ния, а также возможность сверхсветовых сигналов в рамках специальной теории
относительности была впервые рассмотрена в 1958 годуФрэнкомТангерлини в его
диссертации [2]. Большинство исследований по истории тахионов не упоминают
этот факт, но подробные обзоры на ту тему, такие как [3, 4], ссылаются на Тан-
герлини. О тахионах впервые заявил Терлецкий, в его краткой статье 1960 г. [5],
затем Биланюк, Дешпанд и Сударшан в более детальной статье 1962 г. [6]. Термин
“тахионы” был впервые использован позднее, в 1967 году Фейнбергом [7]. См.
подробности в обзоре Г. Б.Малыкина и Э. Г.Малыкина [8].



12 Глава 1 Введение

Подставляя в обобщённые уравнения геодезических (1.5) соот-
ветствующие параметры дифференцирования, получаем уравнения
неизотропных геодезических линий (траектории массовых частиц)

d2xα

ds2 + Γ
α
µν

dxµ

ds
dxν

ds
= 0 , (1.7)

а также уравнения изотропных геодезических линий (траектории
распространения света)

d2xα

dσ2 + Γ
α
µν

dxµ

dσ
dxν

dσ
= 0 . (1.8)

Однако, чтобы получить полную картину движения частицы,
нам необходимо построить динамические уравнения движения, со-
держащие в себе физические характеристики движения частицы
(массу, частоту и т.п.). Геометрически динамические уравнения
движения представляют собой уравнения параллельного перено-
са четырёхмерного динамического вектора частицы вдоль её тра-
ектории (равенство нулю абсолютной производной динамического
вектора по параметру, не равного нулю вдоль траектории).

Движение свободных массовых частиц (неизотропные геоде-
зические траектории) характеризуется четырёхмерным вектором
импульса

Pα = m0
dxα

ds
, (1.9)

где m0 масса покоя частицы. При параллельном переносе в смыс-
ле Леви-Чивиты четырёхмерного вектора импульса Pα получаются
динамические уравнения движения свободных массовых частиц

dPα

ds
+ ΓαµνPµ dxν

ds
= 0 , PαPα = m2

0 = const. (1.10)

Движение безмассовых частиц (изотропные геодезические) ха-
рактеризуется четырёхмерным волновым вектором

Kα =
ω

c
dxα

dσ
, (1.11)

где ω собственная циклическая частота безмассовой частицы. При
параллельном переносе в смысле Леви-Чивиты вектора Kα получа-
ются динамические уравнения движения свободных безмассовых
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(светоподобных) частиц

dKα

dσ
+ ΓαµνK µ dxν

dσ
= 0 , KαKα = 0 . (1.12)

Итак, мы имеем динамические уравнения движения для сво-
бодных массовых частиц и свободных безмассовых частиц. Все
эти уравнения записаны в четырёхмерном общековариантном виде.
Это имеет как своё преимущество, так и существенный недостаток.
Преимуществом является инвариантность таких уравнений при лю-
бых переходах от одной системы отсчёта к другой. К недостатку
относится то, что в общековариантной форме члены уравнений не
выражены через реальные трёхмерные величины, которые мы мо-
жем зарегистрировать в экспериментах или наблюдениях (т.е. через
физически наблюдаемые величины). Это означает, что в общекова-
риантной форме уравнения движения частиц могут иметь ценность
только как промежуточный результат теории и не могут быть при-
менены на практике. Поэтому, если мы хотим наглядно предста-
вить себе результаты какой-либо физико-математической теории,
нам необходимо выразить её уравнения через физически наблюда-
емые величины. В том числе, для расчётов движения конкретных
частиц нам необходимо выразить общековариантные динамические
уравнения движения через физически наблюдаемые характеристи-
ки этих частиц и наблюдаемые характеристики реальной физиче-
ской системы отсчёта.

Однако проблема определения физических наблюдаемых вели-
чин вовсе не является тривиальной. Например, если для четырёх-
мерного вектора Qα (у которого всего 4 компоненты) можно эври-
стически предположить, что три его пространственные компонен-
ты образуют трёхмерный наблюдаемый вектор, а временная компо-
нента представляет собой наблюдаемый потенциал этого вектор-
ного поля (что, в общем, не является доказательством их реальной
наблюдаемости), то для контравариантного тензора второго ранга
Qαβ (у которого целых 16 компонент) эта задача становится бо-
лее неопределённой. Кроме того, возникает сложность, связанная
с определением наблюдаемых компонент у ковариантных тензоров
(индексы которых являются нижними) и тензоров смешанного ти-
па, у которых есть и верхние и нижние индексы. Поэтому, чтобы не
блуждать в потёмках эвристических догадок, наиболее рациональ-
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ным выходом из положения является создание строгой математи-
ческой теории, позволяющей вычислять наблюдаемые компоненты
для любых тензорных величин. Такая математическая теория была
создана в 1944 году Зельмановым и изложена в его диссертации [9].
Справедливости ради надо отметить, что над созданием теории на-
блюдаемых величин в 1930-е годыработалимногие.Например,Лан-
дау и Лифшиц в своей Теории поля [10, §84] вводят наблюдаемое
время и наблюдаемый интервал аналогично Зельманову. Однако,
ограничившись этим фрагментом теории, они не выводят общих
математических методов определения физических наблюдаемых
величин в псевдоримановом пространстве.

В последующие десятилетия Зельманов совершенствовал свой
математический аппарат физических наблюдаемых величин (хро-
нометрических инвариантов), изложив его в нескольких более позд-
них работах [11–13]. Поэтому в §1.2 этой главы мы ограничимся
лишь кратким обзором методов теории физических наблюдаемых
величин, необходимым для общего понимания и использования на
практике. В §1.3 мы изложим результаты исследования геодезиче-
ского движения частиц методами математического аппарата хро-
нометрических инвариантов.

Теория, схожая с теорией Зельманова, была также предложе-
на Карло Катано [14–17], итальянским математиком, работавшим
независимо от Зельманова. Однако Катано опубликовал свою пер-
вую работу на эту тему только в 1958 году [14] и его работы были
очень далеки от полной теории.

Параграф §1.4 посвящён постановке задачи построения дина-
мических уравнений движения частиц по негеодезическим траекто-
риям, т.е. под влиянием внешних сил негравитационной природы.

1.2 Физически наблюдаемые величины

В этом параграфе мы изложим основы математического аппа-
рата хронометрических инвариантов А.Л. Зельманова*.

*Наиболее полное на сегодняшний день описание (компендиум) математиче-
ского аппаратафизически наблюдаемых величин в общей теории относительности
дано в нашей недавней статье. В этой статье мы собрали всё (или почти всё), что
мы знаем на эту тему от Зельманова и что было получено за прошедшие десяти-
летия: Rabounski D. and Borissova L. Physical observables in General Relativity and
the Zelmanov chronometric invariants. Progress in Physics, 2023, vol. 19, no. 1, 3–29.
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Чтобы математически определить, какие компоненты четырёх-
мерных величин представляют собой физически наблюдаемые ве-
личины, рассмотрим реальную систему отсчёта некоторого наблю-
дателя, состоящую из координатной сетки, натянутой на некото-
рое физическое тело — тело отсчёта, в каждой точке которого
установлены реальные часы. Так как тело отсчёта является реаль-
ным физическим телом, то оно обладает некоторым гравитацион-
нымпотенциалом, может вращаться и деформироваться, делая про-
странство отсчёта неоднородным и анизотропным. Таким образом,
физически наблюдаемые величины должныполучаться в результате
проецирования четырёхмерных величин на пространство и время
реального тела отсчёта наблюдателя.

Геометрически трёхмерное пространство представляет собой
пространственное сечение x0 = ct= const. В любой точке простран-
ства-времениможнопровести локальное пространственное сечение
(локальное пространство), ортогональное линии времени. Если су-
ществует пространственно-временная огибающая локальных про-
странств, то она представляет собой пространственное сечение,
всюду ортогональное линиям времени. Такое пространство назы-
вается голономным. Если невозможно провести огибающую этих
локальных пространств, т.е. существуют только пространственные
сечения, локально ортогональные к линиям времени, то такое про-
странство называется неголономным. Будем считать, что наблю-
датель неподвижен относительно своих физических эталонов (тела
отсчёта). Система отсчёта такого наблюдателя во всех перемещени-
ях сопутствуют телу отсчёта и называется сопутствующей систе-
мой отсчёта. Все координатные сетки, покоящиеся относительно
одного и того же тела отсчёта, связаны преобразованиями вида

x̃0 = x̃0
(
x0, x1, x2, x3

)
x̃i = x̃i

(
x1, x2, x3

)
,

∂x̃i

∂x0 = 0

 , (1.13)

где последнее равенство означает независимость пространствен-
ных координат в тильдованной сетке от времени в нетильдованной,
что эквивалентно заданию в каждой точке координатной сетки кон-
кретных и неизменных линий времени xi = const. Преобразование
координат означает просто переход от одной координатной сетки
к другой в одном и том же пространственном сечении. Преобра-
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зование времени означает замену всего набора часов, т.е. переход
к другому пространственному сечению (пространству отсчёта). На
практике — это фактическая замена одного тела отсчёта со все-
ми его физическими эталонами другим телом отсчёта с другими
эталонами. Но при сравнении с другими эталонами наблюдатель
получит совершенно другие результаты (наблюдаемые величины).
Поэтому физически наблюдаемые величины должны быть инва-
риантны относительно преобразований времени, т.е. должны быть
хронометрически инвариантными величинами.

Так как преобразования (1.13) устанавливают совокупность
фиксированных линий времени, то хронометрическими инвариан-
тами (физически наблюдаемыми величинами) являются все вели-
чины, инвариантные относительно данных преобразований.

Практически, чтобы получить физически наблюдаемые величи-
ны в сопутствующей системе отсчёта, необходимо вычислить хро-
нометрически инвариантные проекции четырёхмерных величин на
время и на пространство реального физического тела отсчёта и
выразить их через хронометрически инвариантные (физически на-
блюдаемые) характеристики пространства отсчёта.

Собственно проецирование четырёхмерных величин произво-
дится с помощью операторов, характеризующих свойства реаль-
ного пространства отсчёта. Оператор проецирования на время bα

представляет собой единичный вектор четырёхмерной скорости на-
блюдателя относительно его тела отсчёта

bα =
dxα

ds
, (1.14)

который касателен к четырёхмерной траектории наблюдателя в
каждой её точке. Так как любую систему отсчёта характеризует
свой единичный касательный вектор bα, то Зельманов назвал этот
вектор монадой.

Оператор проецирования на пространство определяется как че-
тырёхмерный симметричный тензор

hαβ = −gαβ + bαbβ , hαβ = −gαβ + bαbβ, (1.15)

смешанные компоненты которого имеют вид

hβα = −g
β
α + bαbβ. (1.16)
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Зельманов также показал в своих работах, что эти величины
обладают необходимыми свойствами операторов проецирования.
Проекция тензорной величины на время представляет собой ре-
зультат её свёртывания с вектором монады, тогда как проециро-
вание на пространство есть свёртка с тензором проецирования на
пространство.

В сопутствующей системе отсчёта трёхмерная скорость наблю-
дателя относительно тела отсчёта равна нулю bi = 0. Остальные
компоненты вектора монады равны

b0 =
1
√
g00

, b0 = g0αbα =
√
g00 , bi = giαbα =

gi0
√
g00

. (1.17)

Соответственно, при bi = 0 компоненты тензора проецирования
на пространство принимают вид

h00 = 0 , h00 = −g00 +
1
g00

, h0
0 = 0

h0i = 0 , h0i = −g0i, hi
0 = δ

i
0 = 0

hi0 = 0 , hi0 = −gi0, h0
i =

gi0

g00

hik = −gik +
g0ig0k

g00
, hik = −gik, hi

k = −g
i
k = δ

i
k


. (1.18)

Тензор hαβ в трёхмерном пространстве сопутствующей системы
отсчёта обладает свойствами, аналогичными свойствам фундамен-
тального метрического тензора, а именно

hi
αhαk = δ

i
k − bk bi = δi

k , δi
k =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , (1.19)

где δi
k единичный трёхмерный тензор*. Таким образом, в сопутству-

ющей системе отсчёта трёхмерный тензор hik может поднимать и
опускать индексы у х.и.-величин.

Проекции на время и на пространство произвольного вектора
Qα (тензора 1-го ранга) в сопутствующей системе отсчёта (bi = 0)

*Тензор δi
k представляет собой трёхмерную часть четырёхмерного единичного

тензора δαβ , с помощью которого можно производить операцию замены индексов
у четырёхмерных величин.



18 Глава 1 Введение

принимают следующий вид

T = bαQα = b0Q0 =
Q0
√
g00

, (1.20)

L0 = h0
βQβ = −

g0k

g00
Qk, Li = hi

βQβ = δi
k Qk = Qk. (1.21)

Приведём проекции произвольного тензора 2-го ранга Qαβ в
сопутствующей системе отсчёта

T = bαbβQαβ = b0b0Q00 =
Q00

g00
, (1.22)

L00 = h0
αh0

βQαβ = −
g0ig0k

g2
00

Qik, Lik = hi
αhk

βQαβ = Qik. (1.23)

Проверяя опытным путём инвариантность полученных величин
относительно преобразований (1.13), мы получаем, что физически
наблюдаемыми (хронометрически инвариантными) являются толь-
ко проекции четырёхмерной величины на время и пространствен-
ные компоненты её проекции на пространство.

Итак, проецируя четырёхмерные координаты xα на время и на
пространство, получаем физически наблюдаемое время

τ =
√
g00 t +

g0i

c
√
g00

xi, (1.24)

ифизически наблюдаемые координаты, которые совпадают с про-
странственными координатами xi. Аналогично, при проецировании
элементарного интервала четырёхмерных координат dxα, получаем
элементарный интервал физического наблюдаемого времени

dτ =
√
g00 dt +

g0i

c
√
g00

dxi, (1.25)

и элементарный интервал физических наблюдаемых координат dxi.
Соответственно, физическая наблюдаемая скорость частицы есть
трёхмерный х.и.-вектор

vi =
dxi

dτ
, (1.26)

который, как очевидно, отличается от вектора её трёхмерной коор-
динатной скорости, равной ui = dx i

dt .
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Проецируя фундаментальный метрический тензор gαβ на про-
странство, получаем, что в сопутствующей системе отсчёта hik яв-
ляется х.и.-метрическим тензором, или, другими словами, физи-
чески наблюдаемым метрическим тензором образованным про-
странственными составляющими тензора проецирования на про-
странство, т.е.

hi
αhk

β g
αβ = gik = −hik, hαi hβk gαβ = gik − bi bk = −hik . (1.27a)

Его компоненты равны

hik = −gik + bi bk , hik = −gik, hi
k = −g

i
k = δ

i
k . (1.27b)

Таким образом, квадрат трёхмерного физического наблюдае-
мого интервала dσ имеет вид

dσ2 = hik dxidxk. (1.28)

Четырёхмерный пространственно-временной интервал, выра-
женный через физически наблюдаемые величины, получается при
подстановке gαβ из (1.15)

ds2 = c2dτ2 − dσ2. (1.29)

Однако, кроме проекций на время и пространство, у четырёх-
мерных величин 2-го и более высокого ранга есть также смешанные
компоненты, имеющие одновременно и верхние и нижние индексы.
Как определить, есть ли среди них физически наблюдаемые ве-
личины? Для этого было бы наиболее целесообразным разработать
обобщённый метод вычисленияфизических наблюдаемых величин,
основанный исключительно на свойстве их хронометрической ин-
вариантности и позволяющий сразу найти все наблюдаемые величи-
ны для любого тензора. Такой метод был разработан Зельмановым
и сформулирован в виде теоремы:
Теорема Зельманова

Пусть существует четырёхмерный тензор Qµν...ρ
αβ...σ ранга r, где

Qik...p
00...0 представляет собой трёхмерную часть тензора Qµν...ρ

00...0 , у
которого все верхние индексы не равны нулю, а все m нижних
индексов равны нулю. Тогда величина

T ik...p = (g00)−
m
2 Qik...p

00...0 (1.30)
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представляет собой трёхмерный контравариантный (с верх-
ними индексами) х.и.-тензор (r−m)-го ранга. Это означает,
что х.и.-тензор T ik...p является результатом m-кратного про-
ецирования исходного тензора Qµν...ρ

αβ...σ на линию времени по
индексам α, β . . . σ и на пространственное сечение — по r−m
индексам µ, ν . . . ρ.

Из этой теоремы непосредственно следует, что для вектора Qα

физически наблюдаемыми являются две величины, полученные ра-
нее путём проецирования

bαQα =
Q0
√
g00

, hi
αQα = Qi. (1.31)

Для симметричного тензора 2-го ранга Qαβ физически наблю-
даемыми являются три величины

bαbβQαβ =
Q00

g00
, hiαbβQαβ =

Qi
0

√
g00

, hi
αhk

βQαβ = Qik, (1.32)

в то время как для антисимметричного тензора 2-го ранга первая
наблюдаемая компонента равна нулю, так как Q00 =Q00 = 0.

Вычисленные таким образом физически наблюдаемые величи-
ны (хронометрические инварианты) необходимо сравнить с этало-
нами — наблюдаемыми характеристиками пространства отсчёта,
специфическими для каждого конкретного тела отсчёта. Поэтому
рассмотрим основные наблюдаемые характеристики пространства
отсчёта, через которые мы будем выражать итоговые уравнения
теории.

Физически наблюдаемые характеристики пространства отсчё-
та выводятся с помощью х.и.-операторов дифференцирования по
времени и по пространственным координатам

∗∂

∂t
=

1
√
g00

∂

∂t
,

∗∂

∂xi =
∂

∂xi −
g0i

g00

∂

∂x0 , (1.33)

которые некоммутативны
∗∂2

∂xi∂t
−
∗∂2

∂t ∂xi =
1
c2 Fi

∗∂

∂t
, (1.34)

∗∂2

∂xi∂xk −
∗∂2

∂xk∂xi =
2
c2 Aik

∗∂

∂t
. (1.35)
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Величина Aik представляет собой трёхмерный антисимметрич-
ный х.и.-тензор угловой скорости с которой вращается трёхмер-
ное пространство тела отсчёта наблюдателя

Aik =
1
2

(
∂vk

∂xi −
∂vi

∂xk

)
+

1
2c2 (Fi vk − Fk vi) , (1.36)

где vi обозначает линейную скорость вращения пространства

vi = −c
g0i
√
g00

, vi = −cg0i √g00

vi = hik v
k, v2 = vk v

k = hik v
ivk

 . (1.37)

Как было показано Зельмановым, равенство нулю тензора Aik

является необходимым и достаточным условием голономности
пространства. При этом g0i = 0 и vi = 0. В неголономном простран-
стве всегда Aik , 0. Таким образом, тензор Aik также является тен-
зором неголономности пространства*.

Величина Fi представляет собой трёхмерный х.и.-вектор грави-
тационно-инерциальной силы

Fi =
1

1 − w
c2

(
∂w
∂xi −

∂vi

∂t

)
, (1.38)

где w обозначает гравитационный потенциал пространства тела
отсчёта†

w = c2 (
1 −
√
g00

)
, (1.38a)

В квазиньютоновом приближении (т.е. в слабом гравитацион-
ном поле при скоростях, много меньших скорости света, и при
отсутствии вращения пространства) Fi принимает вид нереляти-
вистской гравитационной силы

Fi =
∂w
∂xi . (1.39)

*Голономными (Aik = 0) являются пространство-время специальной теории от-
носительности (пространство Минковского) в галилеевой системе отсчёта и неко-
торые частные случаи пространства общей теории относительности.

†Величины w и vi сами не обладают свойством хронометрической инвариант-
ности. Хронометрическими инвариантами являются образованные с их помощью
вектор гравитационно-инерциальной системы и тензор угловой скорости враще-
ния пространства.
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Так как тело отсчёта наблюдателя является реальным физиче-
ским телом, то нанесённые на него координатные сетки деформи-
рованы. Соответственно, деформировано и пространство реально-
го тела отсчёта. Поэтому, при сравнении наблюдаемых величин с
физическими эталонами тела отсчёта необходимо учитывать по-
ле деформации пространство отсчёта, т.е. нестационарность поля
тензора hik. Это можно сделать, выделяя в уравнениях трёхмерный
симметричный х.и.-тензор скоростей деформации

Dik =
1
2

∗∂hik

∂t
, Dik = −

1
2

∗∂hik

∂t

D = hikDik = Dn
n =

∗∂ ln
√

h
∂t

h = det ∥hik∥


. (1.40)

В реальности стационарная деформация пространства встреча-
ется редко: поле деформации непрерывно изменяется, что также
необходимо учитывать при измерениях.

Зная эти определения, мы можем выразить вообще любой гео-
метрический объект риманова пространства через наблюдаемые ха-
рактеристики пространства отсчёта. Например, как известно, вхо-
дящие в уравнения движения символы Кристоффеля тензорами не
являются [18]. Тем не менее их тоже можно выразить через физи-
чески наблюдаемые величины.

Соответствующие выражения для символовКристоффеля были
получены Зельмановым [9]

Γ0
00 = −

1
c3

 1

1 − w
c2

∂w
∂t
+

(
1 −

w
c2

)
vk F k

 , (1.41)

Γk
00 = −

1
c2

(
1 −

w
c2

)2
F k, (1.42)

Γ0
0i =

1
c2

− 1

1 − w
c2

∂w
∂xi + vk

(
Dk

i + A·ki· +
1
c2 vi F k

) , (1.43)

Γk
0i =

1
c

(
1 −

w
c2

) (
Dk

i + A·ki· +
1
c2 vi F k

)
, (1.44)
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Γ0
ij = −

1

c
(
1 − w

c2

) {
−Dij +

1
c2 vn ×

×

[
vj

(
Dn

i + A·ni·
)
+ vi

(
Dn

j + A·nj·
)
+

1
c2 vi vj Fn

]
+

+
1
2

(
∂vi

∂x j +
∂vj

∂xi

)
−

1
2c2

(
Fi vj + Fj vi

)
− ∆n

ij vn

}
,

(1.45)

Γk
ij = ∆

k
ij −

1
c2

[
vi

(
Dk

j + A·kj·
)
+ vj

(
Dk

i + A·ki·
)
+

1
c2 vi vj F k

]
, (1.46)

где∆k
ij х.и.-символыКристоффеля, определённые аналогично обыч-

ным символам Кристоффеля (1.2), но через наблюдаемый х.и.-
метрический тензор hik и х.и.-операторы дифференцирования

∆i
jk = him∆ jk,m =

1
2

him
( ∗∂hjm

∂xk +
∗∂hkm

∂x j −

∗∂hjk

∂xm

)
. (1.47)

По аналогии с абсолютными производными, Зельманов также
ввёл х.и.-производные

∗∇i Qk =
∗∂Qk

dxi − ∆
l
ik Ql , (1.48)

∗∇i Qk =
∗∂Qk

dxi + ∆
k
il Q l, (1.49)

∗∇i Q jk =
∗∂Q jk

dxi − ∆
l
ij Qlk − ∆

l
ik Q jl , (1.50)

∗∇i Qk
j =

∗∂Qk
j

dxi − ∆
l
ij Qk

l + ∆
k
il Q l

j , (1.51)

∗∇i Q jk =
∗∂Q jk

dxi + ∆
j
il Q lk + ∆k

il Q jl, (1.52)

∗∇i Q i =
∗∂Q i

∂xi + ∆
j
ji Q i, (1.53)

∗∇i Q ji =
∗∂Q ji

∂xi + ∆
j
il Q il + ∆l

li Q ji, (1.54)

где
∆l

li =
∗∂ ln
√

h
∂xi . (1.55)
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Итак, мы изложили основы идеологии и математического аппа-
рата хронометрических инвариантов. Теперь, получив общековари-
антными методами какие-либо уравнения, мы можем вычислить их
х.и.-проекции на время и на пространство конкретного тела отсчёта
и выразить через реальные физически наблюдаемые характеристи-
ки. В результате получаются уравнения, содержащие только такие
величины, которые мы реально измеряем на практике.

Естественно, первое, что приходит в голову сделать, вооружив-
шись этим математическим аппаратом, это вычислить х.и.-динами-
ческие уравнения движения свободных частиц и исследовать полу-
ченные результаты.

Частное решение данной задачи было получено Зельмановым
в его работах [9, 11–13]. Общее решение было получено нами в
предыдущей книге [19]; об этом общем решении мы расскажем в
следующем параграфе.

1.3 Динамические уравнения движения свободных частиц

Абсолютная производная собственного вектора движения ча-
стицы по скалярному параметру ρ, не равному нулю вдоль траекто-
рии движения, представляет собой четырёхмерный вектор

Nα =
dQα

dρ
+ ΓαµνQµ dxν

dρ
, (1.56)

поэтому физически наблюдаемые х.и.-компоненты уравнений дви-
жения определяются точно так же, как и для любого произвольного
четырёхмерного вектора (1.31)

N0
√
g00
=
g0αNα

√
g00
=

1
√
g00

(
g00 N0 + g0i N i

)
, (1.57)

N i = hi
βNβ = hi

0 N0 + hi
k N k. (1.58)

С геометрической точки зрения — это проекция вектора Nα на
время и пространственные компоненты его проекции на простран-
ство в сопутствующей точке отсчёта.

Аналогично мы можем спроецировать общековариантные дина-
мические уравнения движения свободных массовых частиц (1.10)
и свободных безмассовых частиц (1.12). Техника этих вычисле-
ний подробно описана нами в [19] во всех необходимых деталях.
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В результате получаются х.и.-динамические уравнения движения
свободных массовых частиц

dm
dτ
−

m
c2 Fi vi +

m
c2 Dik vivk = 0 , (1.59)

d
(
mvi)
dτ

+ 2m
(
Di

k + A·ik·
)

vk − mF i + m∆i
nkvnvk = 0 , (1.60)

и свободных безмассовых частиц

dk
dτ
−

k
c2 Fi ci +

k
c2 Dik cick = 0 , (1.61)

d
(
kci)
dτ

+ 2k
(
Di

k + A·ik·
)

ck − k F i + k∆i
nk cnck = 0 , (1.62)

где m релятивистская масса массовой частицы, k= ω
c волновое чис-

ло, характеризующее безмассовую частицу, и ci трёхмерный х.и.-
вектор скорости света. Причём, как видите, в отличие от общеко-
вариантных динамических уравнений движения (1.10, 1.12), в х.и.-
уравнениях движения мы имеем единый параметр дифференциро-
вания как для массовых, так и для безмассовых частиц (физическое
наблюдаемое время τ).

Эти уравнения были впервые получены Зельмановым в 1944 го-
ду [9]. Однако впоследствии мы обнаружили, что входящая в них
функция времени dt

dτ является строго положительной [19]. Физиче-
ское время наблюдателя всегда имеет положительный ход dτ > 0.
Ход координатного времени dt показывает изменение временной
координаты частицы x0 = ct относительно часов наблюдателя. По-
этому знак функции времени показывает направление движения
частицы во времени относительно наблюдателя. Функция време-
ни dt

dτ выводится из условия постоянства квадрата четырёхмерной
скорости частицы uαuα = gαβ uαuβ = const. вдоль её четырёхмерной
траектории [19]. Уравнения относительно dt

dτ для досветовых мас-
совых частиц, для безмассовых частиц и сверхсветовых массовых
частиц получаются одинаковыми и имеют два корня(

dt
dτ

)
1,2
=

vi vi ± c2

c2
(
1 − w

c2

) . (1.63)
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Как было получено [19], ход времени является прямым, если
vi vi ± c2 > 0, ход времени является обратным при vi vi ± c2 < 0, вре-
мя останавливается при vi vi ± c2 = 0. Таким образом, существует
целый спектр решений для различных типов частиц и их направ-
лений движения во времени относительно наблюдателя. Например,
релятивистская масса частицы, являющаяся проекцией её четырёх-
мерного динамического вектора на время P0√

g00
=±m, получается

положительной при движении в будущее и принимает отрицатель-
ное значение при движении в прошлое*.

В нашей предыдущей работе [19] было также показано, что х.и.-
динамические уравнения движения свободных массовых частиц с
обратным ходом времени, т.е. движущихся из будущего в прошлое
(по отношению к обычному наблюдателю), имеют вид

−
dm
dτ
−

m
c2 Fi vi +

m
c2 Dik vivk = 0 , (1.64)

d
(
mvi)
dτ

+ mF i + m∆i
nk vnvk = 0 . (1.65)

а для безмассовых частиц с обратным ходом времени

−
dk
dτ
−

k
c2 Fi ci +

k
c2 Dik cick = 0 , (1.66)

d
(
kci)
dτ

+ k F i + k∆i
nk cnck = 0 . (1.67)

Для сверхсветовых частиц уравнения движения получаются
аналогичными досветовым (1.64, 1.65), только у релятивистской
массы m в качестве множителя стоит мнимая единица i.

Асимметричность уравнений движения частиц в будущее и в
прошлое получается из-за различия физических условий при пря-
мом и обратном ходе времени, приводящего к исчезновению неко-
торых членов уравнений.

Кроме этого, в [19] мы рассмотрели движение массовых и без-
массовых частиц в рамках концепции частица-волна, полагая, что
движение любых частиц можно представить как распространение

*Релятивистская масса является проекцией четырёхмерного вектора частицы
на линию времени наблюдателя.
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волн в приближении геометрической оптики. В этом случае дина-
мический вектор безмассовых частиц имеет вид

Kα =
∂ψ

∂xα
, (1.68)

где ψ фаза волны (эйконал). Аналогично мы рассматриваем дина-
мический вектор безмассовых частиц

Pα =
ℏ

c
∂ψ

∂xα
, (1.69)

где ℏ постоянная Планка. Уравнение фазы волны (уравнение эйко-
нала) в приближении геометрической оптики представляет собой
условие KαKα = 0. Тогда х.и.-уравнение эйконала для безмассовых
частиц

1
c2

(
∗∂ψ

∂t

)2

− hik
∗∂ψ

∂xi

∗∂ψ

∂xk = 0 , (1.70)

и для массовых частиц

1
c2

(
∗∂ψ

∂t

)2

− hik
∗∂ψ

∂xi

∗∂ψ

∂xk =
m2

0c2

ℏ2 . (1.71)

После подстановки волновой формы динамического вектора в
общековариантные динамические уравнения движения (1.10, 1.12)
и их проецирования на время и на пространство получается волно-
вая форма х.и.-динамических уравнений движения. Для массовых
частиц эти уравнения имеют вид

±
d
dτ

(
∗∂ψ

∂t

)
+ F i

∗∂ψ

∂xi − Di
k vk

∗∂ψ

∂xi = 0 , (1.72)

d
dτ

(
hik
∗∂ψ

∂xk

)
−

(
Di

k + A·ik·
) (
±

1
c2

∗∂ψ

∂t
vk − hkm

∗∂ψ

∂xm

)
±

±
1
c2

∗∂ψ

∂t
F i + hmn∆i

mkvk
∗∂ψ

∂xn = 0 ,

(1.73)

где знак плюс у знакопеременных членов имеетместо при движении
частиц из прошлого в будущее (прямой ход времени) и знак минус
при движении из будущего в прошлое (обратный ход времени).
Причём, в отличие от корпускулярной формы уравнений движения
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(1.59, 1.60) и (1.64, 1.65), данные уравнения симметричны относи-
тельно направления движения частиц во времени. Для безмассовых
частиц волновая форма х.и.-динамических уравнений движения от-
личается только тем, что вместо трёхмерной наблюдаемой скорости
частицы vi там стоит трёхмерный х.и.-вектор скорости света ci.

Асимметричность корпускулярных уравнений движения в бу-
дущее и в прошлое приводит нас к очевидному выводу о том, что
в четырёхмерном неоднородном пространстве-времени существует
некоторая фундаментальная асимметрия направлений во времени.
Чтобы понять физический смысл этой фундаментальной асиммет-
рии, в предыдущей работе был введён принцип зеркала [19].

Представим себе, что в четырёхмерном пространстве-времени
расположено зеркало, которое совпадает с пространственным се-
чением и, таким образом, отделяет прошлое от будущего. Тогда
частицы и волны, движущиеся из прошлого в будущее (с положи-
тельной релятивистской массой и частотой), ударяются о зеркало и
начинают двигаться в обратном направлении во времени, т.е. в про-
шлое. При этом их характеристики приобретают отрицательные
значения. И наоборот, частицы и волны, движущиеся в прошлое
(с отрицательной релятивистской массой и частотой), ударившись
о зеркало, меняют свои характеристики на положительные и начи-
нают двигаться в будущее. Тогда при отражении от нашего зеркала
величина

∗∂ψ
dt меняет свой знак и уравнения распространения вол-

ны в будущее преобразуются в уравнения распространения этой же
волны в прошлое (и наоборот). Причём уравнения распростране-
ния волн при отражении во времени преобразуются друг в друга
полностью, без сокращения и без возникновения новых членов. То
есть для волновой формы материи имеет место полное отражение
от нашего зеркала. Однако корпускулярные уравнения движения
при отражении от нашего зеркала преобразуются не полностью. В
пространственных компонентах уравнений для массовых и безмас-
совых частиц, движущихся из прошлого в будущее, присутствует
дополнительный член

2m
(
Di

k + A·ik·
)

vk, 2k
(
Di

k + A·ik·
)

ck, (1.74)

отсутствующий в уравнениях движения из будущего в прошлое.
Уравнения движения частицы в прошлое при взаимодействии с
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зеркалом приобретают дополнительный член. И наоборот, уравне-
ния движения частицы в будущее после столкновения с зеркалом
теряют один член. Это означает, что, как и в случае с движени-
ем частиц (корпускулярные уравнения движения), так и в случае с
распространением волн (волновые уравнения движения), мы имеем
дело не с простым “отскакиванием” от зеркала, а с прохождением
сквозь само зеркало в другой мир, т.е. в зазеркалье.

В мире зазеркалья все частицы имеют отрицательные массы и
частоты, и движутся (с точки зрения наблюдателя в нашем мире)
из будущего в прошлое. При этом волновая форма материи на-
шего мира не влияет на события в зазеркалье, и волновая форма
материи из зазеркалья не влияет на события в нашем мире. Наобо-
рот, корпускулярная форма материи (частицы) нашего мира может
оказывать влияние на события в зазеркалье, и частицы материи за-
зеркалья могут влиять на события нашего мира. Полная изоляция
нашего мира от мира зазеркалья (то есть отсутствие взаимного вли-
яния частиц из обоих миров) реализуется при очевидном условии
Di

kvk =−A·ik·v
k, при котором дополнительный член в корпускуляр-

ных уравнения движения равен нулю. Это происходит, в частности,
когда Di

k = 0 и A·ik· = 0, т.е. при полном отсутствии деформации и
вращения пространства тела отсчёта.

До сих пор мы рассматривали движения частиц только вдоль
неизотропных траекторий, где ds2 = c2dτ2 − dσ2 > 0, и вдоль изо-
тропных (светоподобных) траекторий, где ds2 = 0 и c2dτ2 = dσ2 , 0.
Кроме этого, в предыдущей работе [19] мы рассмотрели траекто-
рии третьего типа, для которых, кроме ds2 = 0, выполняются более
строгие условия c2dτ2 = dσ2 = 0. Тогда

dτ =
[
1 −

1
c2

(
w + vi ui

)]
dt = 0 , (1.75)

dσ2 = hik dxidxk = 0 . (1.76)

Такие траектории мы называем полностью вырожденными или
нуль-траекториями, так как с точки зрения обычного досветового
наблюдателя вдоль них равны нулю интервал наблюдаемого време-
ни и наблюдаемый трёхмерный интервал. Можно также показать,
что вдоль нуль-траекторий определитель фундаментального мет-
рического тензора риманова пространства равен нулю, т.е. g= 0. В
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римановом пространстве по определению g< 0, т.е. метрика явля-
ется строго невырожденной. Следовательно нуль-траектории лежат
за пределами риманова пространства. Пространство с полностью
вырожденной метрикой мы будем называть нуль-пространством, а
частицы, движущиеся по траекториям в этом пространстве, будем
называть нуль частицами.

Физические условия, при которых происходит полное вырожде-
ние пространства-времени, получаются из формул (1.75, 1.76)

w + vi ui = c2, (1.77)

gik uiuk = c2
(
1 −

w
c2

)2
. (1.78)

Соответственно, масса нуль-частиц M, включающая физиче-
ские условия вырождения, отличается от релятивистской массы m
обычных частиц невырожденного пространства-времени и имеет
вид

M =
m

1 − 1
c2

(
w + vi ui) , (1.79)

т.е. представляет собой отношение двух величин, каждая из ко-
торых при вырождении метрики равна нулю, но их отношение не
равно нулю*.

Корпускулярная и волновая формы динамического собственно-
го вектора нуль-частиц имеют вид

Pα =
M
c

dxα

dt
, Pα =

ℏ

c
∂ψ

∂xα
. (1.80)

Тогда корпускулярная форма х.и.-динамических уравнений
движения в нуль-пространстве имеет вид

MDik uiuk = 0 , (1.81)

d
dt

(
Mui) + M∆i

nk unuk = 0 . (1.82)

*Аналогичная ситуация имеет место для безмассовых частиц, так как при
скорости света (v2 = c2) величины m0 = 0 и

√
1− v2/c2 = 0, но их отношение не

равно нулю m= m0√
1− v2/c2

, 0.
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Волновая форма этих уравнений имеет вид

Dm
k uk

∗∂ψ

∂xm = 0 , (1.83)

d
dt

(
hik
∗∂ψ

∂xk

)
+ hmn∆i

mk uk
∗∂ψ

∂xn = 0 . (1.84)

Уравнение эйконала для нуль-частиц имеет вид

hik
∗∂ψ

∂xi

∗∂ψ

∂xk = 0 , (1.85)

и представляет собой уравнение стоячей волны (информацион-
ное кольцо). Таким образом, с точки зрения обычного досветово-
го наблюдателя, всё нуль-пространство заполнено системой сто-
ячих волн (нуль-частиц), т.е. голограммой. Кроме того, в нуль-
пространстве наблюдаемое время имеет одно и то же значение
для любых двух событий (1.75). Это означает, что с точки зре-
ния обычного наблюдателя скорость нуль-частиц бесконечна, т.е.
нуль-частицы могут мгновенно переносить информацию из одной
точки нашего мира в другую, осуществляя дальнодействие, и явля-
ются носителями какого-то особого вида взаимодействия, природа
которого, возможно, прояснится при будущих исследованиях.

1.4 Негеодезическое движение частиц. Постановка задачи

Итак, при свободном движении частицы (движение вдоль гео-
дезических линий) абсолютная производная динамического векто-
ра частицы (четырёхмерного вектора импульса) равна нулю, и его
квадрат сохраняется вдоль траектории движения, т.е. параллель-
ный перенос осуществляется в смысле Леви-Чивиты.

При несвободном (негеодезическом) движении частицы абсо-
лютная производная её четырёхмерного импульса не равна нулю.
Однако в этом случае равна нулю абсолютная производная от сум-
мы четырёхмерного импульса частицы Pα и вектора импульса Lα,
приобретаемого частицей из-за её взаимодействия с внешним по-
лем или полями, которые отклоняют её движение от геодезической
линии. В принципе можно осуществлять параллельный перенос су-
перпозиции скольких угодно векторов [1]. Таким образом, для по-
строения динамических уравнений негеодезического движения ча-
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стиц необходимо, прежде всего, определить возмущающие поля
негравитационной природы.

Естественно, внешнее поле будет взаимодействовать с части-
цей, отклоняя её от геодезической линии, только в том случае,
если эта частица обладает физическим свойством того же рода, что
и внешнее поле. На сегодняшний день, известны три фундамен-
тальных физических свойства частиц, не сводящиеся ни к каким
другим. Этомасса частицы, электрический заряд и спин. Еслифун-
даментальность первых двух свойств не вызывала сомнений, то в
первые годы после опытовО.Штерна иВ. Герлаха (1921) и их интер-
претации С. Гаудсмитом и Г.Уленбеком (1925) спин электрона ин-
терпретировался как его собственныймомент импульса, вызванный
вращением вокруг своей оси. Однако эксперименты последующих
десятилетий, в частности, открытие спина и у других элементар-
ных частиц, показали ошибочность представления о частицах со
спином, как о быстро вращающихся волчках. Спин оказался таким
же фундаментальным свойством частиц, как масса и заряд, хотя
он имеет размерность момента импульса и при взаимодействиях
проявляется в виде собственного вращательного момента частицы.
Гравитационное поле в настоящее время геометризовано. В теории
хронометрических инвариантов гравитационно-инерциальная сила
и гравитационный потенциал (1.38) получены как функции только
геометрических свойств самого пространства. Поэтому при дви-
жении частицы в псевдоримановом пространстве мы фактически
рассматриваем её движение в гравитационном поле. Однако, мож-
но ли выразить через геометрические характеристики пространства
электромагнитную силу и потенциал, до сих пор неизвестно. По-
этому электромагнитное поле пока не геометризовано и вводится
в пространство-время как отдельное тензорное поле (поле тензора
Максвелла).

На данный момент основные уравнения электромагнитной тео-
рии получены в общековариантном виде. Несмотря на это, конкрет-
ные задачи из-за сложности вычислений тензора энергии-импульса
электромагнитного поля в псевдоримановом пространстве обычно
решают или для каких-то частных случаев или в галилеевой системе
отсчёта пространстваМинковского. В рамках этой теории заряжен-
ная частица получает от электромагнитного поля четырёхмерный
импульс e

c2 Aα, где Aα четырёхмерный потенциал электромагнитно-
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го поля и e заряд частицы [10,20]. Суммируя этот дополнительный
импульс с собственным вектором импульса частицы и осуществляя
параллельный перенос, мы получим общековариантные динамиче-
ские уравнения движения заряженных частиц.

Сложнее дело обстоит для частицы со спином. Чтобы вычис-
лить импульс, сообщаемый частице за счёт её спина, необходи-
мо определить внешнее поле, взаимодействующее со спином как с
фундаментальным свойством частицы. Первоначально эту задачу
рассматривали только методами квантовой механики (уравнения
Дирака, 1928). Геометрическими методами общей теории относи-
тельности эту проблему одним из первых исследовал А.Папапетру,
затем — совместно с Е. Кориналдези [21, 22]. В основе их подхода
было представление о частицах вообще как о механических моно-
полях и диполях. С такой точки зрения обычная массовая частица
— механический монополь. Частица, которую можно представить
в виде двух масс, вращающихся вокруг общего центра тяжести —
механический диполь. Таким образом, опираясь на представление
о частице со спином как о вращающемся волчке, можно (в некото-
ром приближении) рассматривать её в виде механического диполя,
центр тяжести которого лежит под поверхностью частицы. Затем
Папапетру и Кориналдези рассмотрели движение механического
диполя в псевдоримановом пространстве с метрикой Шварцшиль-
да, т.е. в очень частном случае, когда вращение пространства равно
нулю и его метрика стационарна (тензор скоростей деформации
равен нулю).

Безусловно, метод, предложенныйПапапетру, заслуживает вни-
мания, но у него есть существенный недостаток. Разработанный
ещё в 1940-е годы, он полностью основан на представлении о ча-
стице со спином как о быстро вращающемся волчке, что не соот-
ветствует экспериментальным данным последних десятилетий*.

Существует и другой способ решить задачу о движении частицы
со спином. В римановом пространстве фундаментальный метриче-
ский тензор является симметричным gαβ = gβα. Тем не менее можно
построить такое пространство, в котором метрический тензор име-

*Действительно, если представить себе электрон в виде шарика с радиусом
re = 2,8 × 10−13 см, то линейная скорость его спинового вращения на поверхности
составит u= ℏ

2m0 re
= 2 × 1011 см/сек, т.е. почти в 70 раз больше скорости света.

Однако эксперименты показывают, что таких скоростей в электроне нет.
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ет произвольную форму gαβ , gβα (геометрия такого пространства
будет неримановой). Тогда в метрическом тензоре можно выделить
антисимметричную часть, не равную нулю*. Соответствующие до-
бавки получаются также в символах Кристоффеля Γαµν (1.2) и в
тензоре кривизны Римана-Кристоффеля Rαβµν. Результатом этих
добавок является то, что при переносе по замкнутому контуру
вектор не приходит в начальную точку, т.е. траектория переноса
закручивается наподобие спирали. Такое пространство называют
пространством с кручением. В этом пространстве можно рассмот-
реть спиновое вращение частицы как перенос вектора вращения
по контуру её поверхности, генерирующий локальное поле круче-
ния пространства. Однако у этого метода также есть существен-
ные недостатки. Во-первых, при gαβ , gβα функции компонент с
разным порядком индексов могут быть самыми разнообразными.
Эти функции необходимо как-то фиксировать, фактически зада-
вая конкретное поле кручения, что резко сужает область решений,
позволяя строить уравнения движения только для ряда частных
случаев. Во-вторых, этот метод полностью основан на предположе-
нии о физической природе спина как о локальном поле кручения,
вызванном переносом вектора вращения частицы по контуру. А это,
в свою очередь, опять-таки подразумевает представление о части-
це со спином как о вращающемся волчке конечного радиуса (как
и в методе Папапетру), что не соответствует экспериментальным
данным.

Тем не менее нет сомнений, что дополнительный импульс, со-
общаемый частице со спином, можно построить геометрически-
ми методами общей теории относительности. Сложив его с соб-
ственным динамическим вектором частицы (воздействие гравита-
ционного поля) и осуществив параллельный перенос, мы получим
общековариантные динамические уравнения движения частицы со
спином†.

*Вообще, в любом тензоре 2-го и более высокого ранга можно выделить
симметричную и антисимметричную части. Например, для тензора 2-го ранга
gαβ =

1
2

(gαβ + gβα)+ 1
2

(gαβ − gβα)= Sαβ +Nαβ где Sαβ симметричная часть и Nαβ анти-
симметричная часть тензора. Так как метрический тензор риманова пространства
симметричен (gαβ = gβα), то его антисимметричная часть равна нулю.

†Мы писали эти строки в середине 1990-х годов, в первом издании этой книги.
В 2007 году новый оригинальный подход к описанию частицы со спином предло-
жил Индран Суэндро [23, 24] на основе его представлений о спине как о элемен-
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После того, как нам станут известны общековариантные ди-
намические уравнения движения частиц с электрическим зарядом
и спином, их необходимо спроецировать на время и на простран-
ство сопутствующей системы отсчёта и выразить через физически
наблюдаемые характеристики пространства отсчёта. В результате
мы получимфизически наблюдаемые х.и.-динамические уравнения
негеодезического движения частиц. Таким образом, задача, кото-
рую нам предстоит решить в этой книге, состоит из следующих
этапов. Во-первых, необходимо построить х.и.-теорию электромаг-
нитного поля в псевдоримановом пространстве и на её базе выве-
сти х.и.-динамические уравнения движения заряженной частицы.
Решению этой задачи посвящена третья глава нашей книги. Да-
лее необходимо построить теорию движения частицы со спином.
Мы будем решать эту задачу в самом общем виде, полагая спин
одним из фундаментальных свойств материи (как её масса или за-
ряд). Подробное исследование в четвёртой главе покажет, что со
спином взаимодействует поле неголономности пространства, со-
общая частице дополнительный импульс. Там же мы получим х.и.-
динамические уравнения движения для частицы со спином. В пятой
главе мы рассмотрим наблюдаемые проекции уравнений Эйнштей-
на. На их основе будут исследованы свойства физического вакуума
и их проявления в космологии.

Но прежде чем приступить к этой работе, мы считаем необ-
ходимым изложить четырёхмерный тензорный анализ в терминах
наблюдаемых физических величин. В оригинальных работах Зель-
манова он был разработан достаточно, но изложен фрагментарно,
что не позволяло читателю, незнакомому ранее с этим математиче-
ским аппаратом, освоить его самостоятельно. Поэтому мы включи-
ли в книгу следующую главу, с которой рекомендуем ознакомиться
всем, кто собирается использовать математический аппарат хроно-
метрических инвариантов в своих теоретических исследованиях.
Хотя для общего понимания книги это не строго обязательно.

тарном вихре самого пространства. Этот подход, будучи чисто геометрическим,
более близок к идеологии Эйнштейна (геометризация материи и взаимодействий),
чем подход через лагранжиан действия, предложенный в главе 4 этой книги.



Глава 2 Основы тензорной алгебры
и анализа

2.1 Тензоры и тензорная алгебра

Рассмотрим некоторое пространство (необязательно метриче-
ское) и в нем произвольную систему координат xα. Пусть в некото-
рой области данного пространства существует объект G, заданный
n функциями fn от координат xα, и известен закон преобразования,
по которому можно вычислить эти n функций в любой другой си-
стеме координат x̃α данного пространства. Тогда G представляет
собой геометрический объект, который в системе координат xα

имеет осевые компоненты fn (xα) и в любой другой системе коор-
динат x̃α имеет компоненты f̃n (x̃α).

Тензорным объектом (тензором) нулевого ранга называется
геометрический объект φ, преобразующийся по закону

φ̃ = φ
∂xα

∂x̃α
, (2.1)

где индекс пробегает по очереди номера всех координатных осей
(такую форму записи называют покомпонентной, или тензорной).
Тензор нулевого ранга имеет всего одну компоненту и иначе назы-
вается скаляром. В пространстве скаляр— это точка, характеризу-
ющаяся некоторым числом. Соответственно, скалярное поле есть
множество точек пространства, объединённых некоторым общим
свойством. Например, масса материальной точки представляет со-
бой скаляр, тогда как распределение массы в газе (как множество
точек пространства) образует скалярное поле*.

*Алгебраически запись тензора и тензорного поля не отличаются: поле тензо-
ра записывается как и сам тензор в точке пространства, но при этом подразуме-
вается его присутствие и в других точках данной области пространства.
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Контравариантным тензором 1-го ранга называется геометри-
ческий объект Aα, компоненты которого преобразуются по закону

Ãα = Aµ
∂x̃α

∂xµ
. (2.2)

Геометрически это n-мерный вектор. Например, элементарный
вектор смещения dxα является контравариантным тензором 1-го
ранга. Контравариантный тензор 2-го ранга Aαβ есть геометриче-
ский объект, компоненты которого преобразуются следующим об-
разом

Ãαβ = Aµν
∂x̃α

∂xµ
∂x̃β

∂xν
. (2.3)

Геометрически это площадка (параллелограмм), образованный
двумя векторами. Поэтому контравариантный тензор 2-го ранга
иногда называют бивектором.

Аналогично, контравариантные тензоры высшего ранга имеют
следующий вид

Ãα...σ = Aµ...τ
∂x̃α

∂xµ
· · ·

∂x̃σ

∂xτ
. (2.4)

Ковариантный тензор 1-го ранга Aα представляет собой геомет-
рический объект, преобразующийся по закону

Ãα = Aµ
∂xµ

∂x̃α
. (2.5)

В частности, ковариантным тензором 1-го ранга является гра-
диент скалярного поля какого-либо инварианта, например φ, т.е.
величина Aα =

∂φ
∂xα . То есть, так как для инварианта φ̃=φ, то

∂φ̃

∂x̃α
=

∂φ̃

∂xµ
∂xµ

∂x̃α
=

∂φ

∂xµ
∂xµ

∂x̃α
. (2.6)

Ковариантным тензором 2-го ранга Aαβ называется геометриче-
ский объект, закон преобразования которого выглядит следующим
образом

Ãαβ = Aµν
∂xµ

∂x̃α
∂xν

∂x̃β
. (2.7)

Ковариантные тензоры высшего ранга преобразуются по закону

Ãα...σ = Aµ...τ
∂xµ

∂x̃α
· · ·

∂xτ

∂x̃σ
. (2.8)
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Смешанными тензорами называют такие тензоры 2-го ранга и
выше, у которых имеются и верхние и нижние индексы. Так, сме-
шанный симметричный тензор Aαβ есть геометрический объект, пре-
образующийся по закону

Ãαβ = Aµν
∂x̃α

∂xµ
∂xν

∂x̃β
. (2.9)

Тензорные объекты существуют как в метрических, так и в не-
метрических пространствах, где невозможно установить расстоя-
ние между двумя любыми точками*. Число компонент тензора рав-
но an где a размерность тензора и n его ранг. Так, четырёхмерный
тензор нулевого ранга имеет 1 компоненту, тензор 1-го ранга име-
ет 4 компоненты, у тензора 2-го ранга 16 компонент и так далее.
Однако индексы, т.е. осевые компоненты, могут иметь не только
тензоры, но и другие геометрические объекты. Таким образом, ес-
ли мы видим какую-либо величину, записанную в покомпонентном
виде, это ещё не означает, что она является тензором.Практически,
чтобы узнать, является объект тензором или нет, необходимо знать
выражение для данного объекта в какой-либо системе координат и
преобразовать его в любую другую систему координат.

Например, являются ли тензорами коэффициенты связности
пространства, т.е. символы Кристоффеля? Выяснить это можно,
найдя их значения в другой (тильдованной) системе координат

Γ̃αµν = g̃
ασ Γ̃µν,σ , Γ̃µν,σ =

1
2

(
∂g̃µσ

∂x̃ν
+
∂g̃νσ
∂x̃µ

−
∂g̃µν

∂x̃σ

)
(2.10)

через значения в нетильдованной системе координат.
Фундаментальный метрический тензор, как и любой другой ко-

вариантный тензор 2-го ранга, преобразуется по закону

g̃µσ = gετ
∂xε

∂x̃µ
∂xτ

∂x̃σ
. (2.11)

*В неметрических пространствах, как известно, расстояние между точками
не может быть измерено. Вернее, там просто не существует такого параметра
пространства как “расстояние”. Это находится в сильном противоречии с мет-
рическими пространствами. В теориях пространства-времени-материи, таких как
общая теория относительности и её расширения, мы рассматриваем метрические
пространства, так как в основе всех этих теорий лежат измерения промежутков
времени и отрезков пространства, что было бы просто бессмысленным в каком-
либо неметрическом пространстве.
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Так как gετ зависит от нетильдованных координат, то его про-
изводная по тильдованным координатам (также функции нетиль-
дованных координат) равна

∂gετ
∂x̃ν
=
∂gετ
∂xρ

∂xρ

∂x̃ν
. (2.12)

Тогда первый член в скобках (2.10) имеет вид

∂g̃µσ

∂x̃ν
=
∂gετ
∂xρ

∂xρ

∂x̃ν
∂xε

∂x̃µ
∂xτ

∂x̃σ
+gετ

(
∂xτ

∂x̃σ
∂2xε

∂x̃ν∂x̃µ
+
∂xε

∂x̃µ
∂2xτ

∂x̃ν∂x̃σ

)
. (2.13)

Аналогично, вычисляя остальные члены тильдованных симво-
лов Кристоффеля (2.10), после перестановок свободных индексов
получаем в тильдованной системе координат

Γ̃µν,σ = Γερ,τ
∂xε

∂x̃µ
∂xρ

∂x̃ν
∂xτ

∂x̃σ
+ gετ

∂xτ

∂x̃σ
∂2xε

∂x̃µ∂x̃ν
, (2.14)

Γ̃αµν = Γ
γ
ερ
∂x̃α

∂xγ
∂xε

∂x̃µ
∂xρ

∂x̃ν
+
∂x̃α

∂xγ
∂2xγ

∂x̃µ∂x̃ν
. (2.15)

Отсюда видно, что коэффициенты связности пространства
(символы Кристоффеля) преобразуются не как тензоры, т.е. тен-
зорами не являются.

Тензоры можно записывать в виде матриц. Однако на практике
такая форма записи наглядна лишь для тензоров 1-го ранга (од-
норядные матрицы) и 2-го ранга (плоские матрицы). Например,
элементарный четырёхмерный тензор смещения

dxα =
(
dx0, dx1, dx2, dx3

)
, (2.16)

и четырёхмерный фундаментальный метрический тензор

gαβ =


g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33

 . (2.17)

Тензор 3-его ранга представляет собой объёмную матрицу. За-
пись компонентов тензоров высших рангов в виде матриц ещё более
проблематична.
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Теперь перейдём к тензорной алгебре — разделу тензорного
исчисления, в котором рассматриваются алгебраические операции
над тензорами.

Складывать (или вычитать) можно только однотипные тензоры
одного и того же ранга, у которых индексы занимают одинаковое
положение. При сложении двух однотипных тензоров ранга n полу-
чается новый тензор такого же типа и ранга, компоненты которого
суть сумма компонент слагаемых тензоров. Например, при сложе-
нии двух тензоров 1-го ранга мы получаем

Aα + Bα = Dα, Aαβ + Bα
β = Dα

β . (2.18)

Перемножать можно не только однотипные, но и вообще лю-
бые тензоры любых рангов. При внешнем умножении тензоров ран-
га n и m получается тензор ранга n+m

AαβBγ = Dαβγ , AαBβγ = D βγ
α . (2.19)

Свёртыванием называется умножение тензоров одного ранга
при котором индексы совпадают. В результате свёртывания тен-
зорных величин по всем индексам получается скаляр

AαBα = C , AγαβBαβ
γ = D . (2.20)

Часто при умножении тензоров свёртка происходит не по всем
индексам. Такое умножение называется внутренним, подразумевая
свёртку части индексов внутри произведения

AασBσ = Dα , AγασBβσ
γ = D β

α . (2.21)

С помощью внутреннего произведения геометрических объек-
тов можно выяснить, являются ли они тензорами или нет. Для этого
существует так называемая теорема частного:
Теорема частного

Если Bσβ тензор и его внутреннее произведение с некоторым
геометрическим объектом A (α, σ) есть тензор D β

α

A (α, σ) Bσβ = D β
α , (2.22)

то данный объект A (α, σ) также является тензором [12].
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Согласно этой теореме, если при внутреннем умножении неко-
торого объекта Aασ на тензор Bσβ получается тензор Dαβ

AασBσβ = D β
α , (2.23)

то объект Aασ является тензором. Или, если внутреннее умножение
некоторого объекта Aασ на тензор Bσβ даёт тензор Dαβ

Aα··σBσβ = Dαβ, (2.24)

то объект Aα··σ представляет собой тензор.
Геометрические свойства метрического пространства опреде-

ляются его фундаментальным метрическим тензором gαβ, который
может поднимать и опускать индексы у объектов метрического про-
странства*. Например,

gαβAβ = Aα , g µνgσρAµνσ = Aρ. (2.25)

В римановом пространстве смешанный фундаментальный мет-
рический тензор g

β
α равен единичному тензору g

β
α = gασg

σβ = δ
β
α.

Диагональные члены единичного тензора равны единице, а все
остальные равны нулю. С помощью единичного тензора можно про-
изводить замену индексов

δ
β
α Aβ = Aα , δνµδ

σ
ρ Aµρ = Aνσ. (2.26)

Свёртка тензора 2-го ранга с фундаментальным метрическим
тензором образует скаляр, который называют следом тензора

gαβAαβ = Aσσ . (2.27)

Например, след фундаментального метрического тензора четы-
рёхмерного риманова пространства

gαβg
αβ = gσσ = g

0
0 + g

1
1 + g

2
2 + g

3
3 = δ

0
0 + δ

1
1 + δ

2
2 + δ

3
3 = 4 (2.28)

равен числу координатных осей.
*В римановом пространстве метрика имеет квадратичную форму, имеющую

вид ds2 = gαβ dxαdxα (риманова метрическая форма), и, соответственно, метри-
ческий тензор является тензором 2-го ранга gαβ.
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Физический наблюдаемый метрический тензор hik (1.27) в трёх-
мерном пространстве обладает свойствами фундаментального мет-
рического тензора gαβ. Поэтому с его помощью можно поднимать,
опускать и производить замену индексов у х.и.-величин. В част-
ности, можно вычислять квадраты трёхмерных векторов. Соответ-
ственно, след трёхмерного тензора образуется путём его свёртки с
наблюдаемым метрическим тензором. Так след тензора скоростей
деформации пространства Dik (1.40) есть скаляр

hikDik = Dm
m , (2.29)

обозначающий абсолютную величину скорости относительного
расширения элементарного объёма пространства.

Конечно, в таком кратком очерке как эта глава невозможно пол-
ностью изложить такой обширный предмет, как алгебра тензоров.
Впрочем, в этом и нет необходимости. Тензорная алгебра достаточ-
но подробно описана во многих чисто математических изданиях,
не связанных с общей теорией относительности. Тем не менее мно-
жество специфических подробностей этого предмета, занимающих
большую часть математических учебников, в теоретической физи-
ке не используются. Поэтому мы стремились дать только общее
представление о тензорах, необходимое для работы с этой книгой,
посвящённой исключительно общей теории относительности. По
этой же причине сюда не вошли, в частности, вес тензоров и другие
понятия, которые в дальнейших расчётах не использовались.

2.2 Скалярное произведение векторов

Скалярным произведением двух векторов Aα и Bα в четырёх-
мерном псевдоримановом пространстве называется величина

gαβ AαB β = AαBα = A0 B0 + Ai Bi. (2.30)

Скалярное произведение является свёрткой, так как при умно-
жении векторов одновременно происходит свёртывание всех индек-
сов. Поэтому в результате скалярного умножения двух векторов
(тензоров 1-го ранга) всегда получается скаляр (тензор нулевого
ранга). Если векторы совпадают, то их скалярное произведение

gαβ AαAβ = AαAα = A0 A0 + Ai Ai (2.31)
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представляет собой квадрат вектора Aα. Тогда длина вектора Aα

есть скаляр
A =

∣∣∣ Aα ∣∣∣ = √
gαβ AαAβ. (2.32)

Так как четырёхмерное псевдориманово пространство имеет
знакопеременную сигнатуру, то длина четырёхмерного вектора мо-
жет быть вещественной, мнимой и нулевой. Векторы ненулевой
(вещественной или мнимой) длины называют неизотропными. Век-
торы нулевой длины называют изотропными. Изотропные векторы
касательны к траекториям распространения светоподобных частиц
(изотропным траекториям).

В трёхмерном евклидовом пространстве скалярное произведе-
ние двух векторов есть скаляр, величина которого равна произве-
дению длин этих векторов на косинус угла между ними

AiBi =
∣∣∣ Ai

∣∣∣ ∣∣∣ Bi
∣∣∣ cos

(
Ai; Bi) . (2.33)

В принципе, в каждой точке риманова пространства можно по-
строить касательное плоское пространство, базисные векторы кото-
рого будут касательны базисным векторам риманова пространства
в точке касания. Тогда метрика касательного плоского простран-
ства будет метрикой риманова пространства в этой точке. Поэтому
данная формула справедлива и в римановом пространстве, если
рассмотреть угол между координатными линиями и заменить ла-
тинские (трёхмерные) индексы на греческие.

Отсюда видно, что скалярное произведение двух векторов рав-
но нулю, когда векторы взаимно ортогональны. Иначе говоря, ска-
лярное умножение геометрически представляет собой проециро-
вание одного вектора на другой. Если же векторы совпадают, то
вектор проецируется сам на себя, а результат такого проецирова-
ния есть квадрат его длины.

Обозначим физически наблюдаемые компоненты векторов Aα

и Bα следующим образом

a =
A0
√
g00

, ai = Ai, (2.34)

b =
B0
√
g00

, bi = Bi, (2.35)
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тогда их остальные компоненты принимают вид

A0 =
a + 1

c vi ai

1 − w
c2

, Ai = − ai −
a
c
vi , (2.36)

B0 =
b + 1

c vi bi

1 − w
c2

, Bi = − bi −
b
c
vi . (2.37)

Подставляя значения наблюдаемых компонент в выражения для
AαBα и AαAα, получаем

AαBα = ab − ai bi = ab − hik aibk, (2.38)

AαAα = a2 − ai ai = a2 − hik aiak. (2.39)

Из этих выражений видно, что квадрат длины вектора есть раз-
ность квадратов длин его проекций на время и на пространство. При
этом длина вектора является вещественной или мнимой в зависи-
мости от того, какая из проекций “длиннее”. Если же обе проекции
равны, то длина вектора равна нулю и он является изотропным.
Таким образом, изотропный вектор в равной мере принадлежит и
времени и пространству. Равенство временной и пространственной
проекций также означает, что вектор ортогонален самому себе. Ес-
ли “длиннее” временная проекция, то он становится вещественным.
Если “ длиннее” проекция на пространство, то вектор становится
мнимым.

В качестве примера скалярного произведения четырёхмерного
вектора на самого себя можно привести квадрат длины пространст-
венно-временного интервала

ds2 = gαβ dxαdxβ = dxαdxα = dx0 dx0 + dxi dxi. (2.40)

В терминах физических наблюдаемых величин его можно запи-
сать следующим образом

ds2 = c2dτ2 − dxi dxi = c2dτ2 − hik dxidxk = c2dτ2 − dσ2. (2.41)

Длина интервала ds=
√
gαβ dxαdxβ получается вещественной,

мнимой или нулевой в зависимости от того, является ли ds времени-
подобным c2dτ2 > dσ2, пространственноподобным c2dτ2 < dσ2 или
изотропным c2dτ2 = dσ2 (светоподобные траектории).



2.3 Антисимметричные тензоры и псевдотензоры 45

2.3 Векторное произведение векторов. Антисимметричные
тензоры и псевдотензоры

Векторным произведением двух векторов Aα и Bα называется
тензор 2-го ранга Vαβ, получающийся в результате их внешнего
умножения по правилу

Vαβ =
[
Aα; B β ] = 1

2

(
AαB β − AβBα

)
=

1
2

∣∣∣∣∣∣ Aα Aβ

Bα B β

∣∣∣∣∣∣ . (2.42)

Как видите, здесь не всё равно, в какой последовательности
подставлять перемножаемые векторы, т.е. имеет значение последо-
вательность записи тензорных индексов. Поэтому тензоры, обра-
зованные в результате векторного умножения, являются антисим-
метричными тензорами. Для любого антисимметричного тензора
Vαβ =−V βα и индексы при перемещении как бы оставляют за собой
“зарезервированные” места в виде точек gασVσβ =V ·βα· , показывая
тем самым, откуда был перемещён тот или иной индекс. У симмет-
ричных тензоров “резервировать” места передвигаемых индексов
нет необходимости, так как их последовательность значения не
имеет. В частности, фундаментальный метрический тензор явля-
ется симметричным тензором gαβ = gβα, тогда как тензор кривизны
пространства Rα···

·βγδ симметричен относительно перестановок по па-
рам индексов и антисимметричен внутри каждой пары индексов.
Естественно, что симметричными или антисимметричными могут
быть тензоры, начиная со 2-го ранга и выше.

Все диагональные компоненты любого антисимметричного тен-
зора равны нулю, например

Vαα =
[
Aα; Bα ] = 1

2
(
AαBα − AαBα) = 0 . (2.43)

В трёхмерном евклидовом пространстве абсолютная величина
векторного произведения двух векторов определяется как площадь
образованного ими параллелограмма и равна произведению моду-
лей образующихся векторов на синус угла между ними

V ik =
∣∣∣ Ai

∣∣∣ ∣∣∣ Bk
∣∣∣ sin

(
Ai; Bk) . (2.44)

Это означает, что векторное произведение двух векторов (ан-
тисимметричный тензор 2-го ранга) представляет собой ориенти-
рованную в пространстве площадку, ориентация которой задаётся
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направлением обхода образующих векторов. Свёртка антисиммет-
ричного тензора с любым симметричным тензором равна нулю

Vαβ AαAβ = V00 A0A0 + V0i A0Ai + Vi0 AiA0 + Vik AiAk = 0 (2.45)

из-за его свойства антисимметричности.
Физически наблюдаемыми компонентами антисимметричного

тензора 2-го ранга Vαβ, согласно теории хронометрических инва-
риантов (1.32), являются величины

V ·i0·
√
g00
= −

V i·
·0
√
g00
=

1
2

(
abi − bai

)
, (2.46)

V ik =
1
2

(
aibk − akbi

)
, (2.47)

выраженные через наблюдаемые компоненты образующих его век-
торов Aα (2.34) и Bα (2.35). Из-за того, что у антисимметричного
тензора диагональные компоненты равны нулю, третья наблюдае-
мая компонента V00

g00
(1.32) также равна нулю.

Наблюдаемые компоненты V ik, являющиеся пространственны-
ми проекциями Vαβ, это аналоги векторного произведения векто-
ров в трёхмерном пространстве. Величина V ·i0·√

g00
, представляющая

собой пространственно-временную (смешанную) проекцию тензо-
ра Vαβ, не имеет аналогов среди компонент обычного трёхмерного
векторного произведения.

Квадрат антисимметричного тензора 2-го ранга, выраженный
через наблюдаемые компоненты образующих векторов, выглядит
следующим образом

VαβVαβ =
1
2

(
ai aibk bk − ai biak bk

)
+

+ abai bi −
1
2

(
a2bi bi − b2ai ai

)
.

(2.48)

Последние два члена этого выражения содержат величины a
(2.34) и b (2.35), представляющие собой проекции перемножаемых
векторов Aα и Bα на время, и, поэтому, не имеют аналогов при
векторном умножении в трёхмерном евклидовом пространстве.

Антисимметричность тензорного поля характеризуется эталон-
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ным антисимметричным тензором. В галилеевой системе отсчё-
та* такими эталонами являются тензоры Леви-Чивиты: для четы-
рёхмерных величин это четырёхмерный совершенно антисиммет-
ричный единичный тензор eαβµν, и для трёхмерных величин трёх-
мерный совершенно антисимметричный единичный тензор eikm.
Компоненты этих тензоров, у которых все индексы различны, рав-
ны +1 или −1 в зависимости от числа перестановок индексов. Все
остальные компоненты, т.е. такие, у которых хотя бы два индекса
совпадают, равны нулю. Причём при используемой нами сигнатуре
(+−−−) не равные нулю контравариантные компоненты отличают-
ся по знаку от соответствующих им ковариантных компонент†. Так,
например, в пространстве Минковского

gασgβρgµτgνγ eσρτγ = g00g11g22g33 e0123 = − e0123

giαgkβgmγ eαβγ = g11g22g33 e123 = − e123

 (2.49)

из-за условий g00 = 1 и g11 = g22 = g33 =−1. Вот компоненты четы-
рёхмерного совершенно антисимметричного тензора eαβµν

e0123 = +1, e1023 = −1, e1203 = +1, e1230 = −1

e0123 = −1, e1023 = +1, e1203 = −1, e1230 = +1

 (2.50)

и трёхмерного совершенно антисимметричного тензора eikm

e123 = +1, e213 = −1, e231 = +1

e123 = −1, e213 = +1, e231 = −1

 . (2.51)

Так как выбор знака первой компоненты произволен (важна
только совершенная антисимметричность тензора), то вполне мож-
но положить e0123 =−1 и e123 =−1. Соответственно, изменятся и
остальные компоненты. Вообще четырёхмерный тензор eαβµν свя-
зан с трёхмерным тензором eikm соотношением e0ikm = eikm.

*Галилеева система отсчёта—такая, которая не вращается, не деформируется
и свободно падает в плоском пространстве-времени (пространстве Минковского).
Нетрудно убедиться, что в этом случае линии времени прямолинейны и трёхмер-
ные координатные оси также прямолинейны.

†При сигнатуре (−+++) это справедливо только для четырёхмерного тензора
eαβµν. Компоненты трёхмерного тензора eikm будут аналогичны по знаку соответ-
ствующим компонентам eikm.
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При умножении четырёхмерного антисимметричного единич-
ного тензора eαβµν на самого себя получается обычный тензор 8-го
ранга, не равные нулю компоненты которого имеют вид

eαβµνeστργ = −


δασ δατ δαρ δαγ
δ
β
σ δ

β
τ δ

β
ρ δ

β
γ

δ
µ
σ δ

µ
τ δ

µ
ρ δ

µ
γ

δνσ δντ δνρ δνγ

 . (2.52)

Остальные свойства тензора eαβµν получаются из предыдущего
путём упрощения (свёртки) индексов

eαβµνeστρν = −


δασ δατ δαρ
δ
β
σ δ

β
τ δ

β
ρ

δ
µ
σ δ

µ
τ δ

µ
ρ

 , (2.53)

eαβµνeστµν = −2
(
δασ δατ
δ
β
σ δ

β
τ

)
= −2

(
δασδ

β
τ − δ

β
σδ

α
τ

)
, (2.54)

eαβµνeσβµν = −6δασ , eαβµνeαβµν = −6δαα = −24. (2.55)

При умножении трёхмерного антисимметричного единичного
тензора eikm на самого себя получается обыкновенный тензор 6-го
ранга, выглядящий следующим образом

eikmerst =


δi

r δi
s δi

t

δk
r δk

s δk
t

δm
r δm

s δm
t

 . (2.56)

Остальные свойства тензора eikm можно записать следующим
образом

eikmersm = −

(
δi

r δi
s

δk
r δk

s

)
= δi

sδ
k
r − δ

i
r δ

k
s , (2.57)

eikmerkm = 2δi
r , eikmeikm = 2δi

i = 6. (2.58)

Совершенно антисимметричный единичный тензор определяет
для тензорного объекта соответствующий псевдотензор, обознача-
емый звёздочкой. Так, четырёхмерным скаляру, вектору и тензорам
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2-го, 3-го и 4-го рангов соответствуют четырёхмерные псевдотен-
зоры следующих рангов

V ∗αβµν = eαβµνV , V ∗αβµ = eαβµνVν

V ∗αβ =
1
2

eαβµνVµν , V ∗α =
1
6

eαβµνVβµν

V ∗ =
1
24

eαβµνVαβµν


, (2.59)

где псевдотензор 1-го ранга V∗α иногда называют псевдовектором,
а псевдотензор нулевого ранга V∗ называют псевдоскаляром (по
аналогии с обычными вектором и скаляром). При этом тензор и со-
ответствующий ему псевдотензор называются дуальными друг дру-
гу, подчёркивая тем самым их генетическое родство. Аналогично,
трёхмерным тензорам соответствуют трёхмерные псевдотензоры

V ∗ikm = eikmV, V ∗ik = eikmVm

V ∗i =
1
2

eikmVkm , V ∗ =
1
6

eikmVikm

 . (2.60)

Псевдотензоры получили своё название из-за того, что они, в
отличие от обычных тензоров, при отражении относительно одной
из осей не меняются. Например, при отражении относительно оси
абсцисс x1 =− x̃1, x2 = x̃2, x3 = x̃3, компонента антисимметричного
тензора Vik, ортогональная оси x1, равна Ṽ23 =−V23, тогда как ду-
альная ей компонента псевдовектора V ∗i получается равной

V ∗1 =
1
2

e1km Vkm =
1
2

(
e123 V23 + e132 V32

)
= V23

Ṽ ∗1 =
1
2

ẽ1km Ṽkm =
1
2

ek1m Ṽkm =

=
1
2

(
e213 Ṽ23 + e312 Ṽ32

)
= V23


. (2.61)

Так как четырёхмерный антисимметричный тензор 2-го ранга и
дуальный ему псевдовектор имеют один и тот же ранг, то их свёртка
есть псевдоскаляр

VαβV ∗αβ = Vαβ eαβµνVµν = eαβµνBαβµν = B∗. (2.62)
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Квадрат четырёхмерного псевдотензора 2-го ранга V ∗αβ и квад-
рат трёхмерного псевдовектора V ∗i, выраженные через дуальные
им антисимметричные тензоры 2-го ранга, равны

V∗αβV ∗αβ = eαβµνV µνeαβρσVρσ = −24VµνV µν, (2.63)

V∗iV ∗i = eikmV kmeipqVpq = 6VkmV km. (2.64)

В неоднородном и анизотропном псевдоримановом простран-
стве невозможно ввести галилееву систему отсчёта и эталон ан-
тисимметричности тензорного поля будет зависеть от неоднород-
ности и анизотропии самого пространства, устанавливаемых фун-
даментальным метрическим тензором. В этом случае эталонный
антисимметричный тензор представляет собой четырёхмерный со-
вершенно антисимметричный дискриминантный тензор

Eαβµν =
eαβµν
√
−g

, Eαβµν = eαβµν
√
−g . (2.65)

Показать это можно следующим образом. Преобразование еди-
ничного совершенно антисимметричного тензора из галилеевой
(нетильдованной) системы отсчёта в произвольную (тильдованную)
систему отсчёта имеет вид

ẽαβµν =
∂xσ

∂x̃α
∂xγ

∂x̃β
∂xε

∂x̃µ
∂xτ

∂x̃ν
eσγετ = Jeαβµν , (2.66)

где J = det
∥∥∥ ∂xα
∂x̃σ

∥∥∥ называется якобианом преобразования (опреде-
литель матрицы Якоби — матрицы, составленной из производных
нетильдованных координат по тильдованным координатам)

J = det
∥∥∥∥∥∂xα

∂x̃σ

∥∥∥∥∥ = det

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂x0

∂x̃0
∂x0

∂x̃1
∂x0

∂x̃2
∂x0

∂x̃3

∂x1

∂x̃0
∂x1

∂x̃1
∂x1

∂x̃2
∂x1

∂x̃3

∂x2

∂x̃0
∂x2

∂x̃1
∂x2

∂x̃2
∂x2

∂x̃3

∂x3

∂x̃0
∂x3

∂x̃1
∂x3

∂x̃2
∂x3

∂x̃3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (2.67)

Так как тензор gαβ преобразуется по закону

g̃αβ =
∂xµ

∂x̃α
∂xν

∂x̃β
gµν , (2.68)
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то его определитель в тильдованной системе отсчёта

g̃ = det
∥∥∥∥∥ ∂xµ

∂x̃α
∂xν

∂x̃β
gµν

∥∥∥∥∥ = J2g . (2.69)

Поскольку в галилеевой (нетильдованной) системе отсчёта

g = det
∥∥∥gαβ∥∥∥ = det

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = −1, (2.70)

то J2 =− g̃2. Обозначая ẽαβµν в произвольной системе отсчёта как
Eαβµν и записывая метрический тензор в обычном нетильдованном
виде, получаем Eαβµν= eαβµν

√
−g (2.65). Точно так же получаются

преобразования и для компонент Eαβµν, так как для них g= g̃ J̃2,
где J̃ = det

∥∥∥ ∂x̃α
∂xσ

∥∥∥.
Однако дискриминантный тензор Eαβµν не является физически

наблюдаемой величиной. Наблюдаемым эталоном антисимметрич-
ности тензорных полей в псевдоримановом пространстве является
трёхмерный х.и.-дискриминантный тензор

εαβγ = hαµ h β
ν hγρ bσEσµνρ = bσEσαβγ, (2.71)

εαβγ = hµα hνβhργ bσEσµνρ = bσEσαβγ , (2.72)

который в сопутствующей системе отсчёта (bi = 0) с учётом соот-
ношения

√
−g =

√
h
√
g00 принимает вид

εikm = b0 E0ikm =
√
g00 E0ikm =

eikm

√
h
, (2.73)

εikm = b0E0ikm =
E0ikm
√
g00
= eikm

√
h . (2.74)

С его помощью можно образовывать физически наблюдаемые
х.и.-псевдотензоры. Например, свёртка εikm и трёхмерного х.и.-
антисимметричного тензора угловой скорости вращения простран-
ства Aik (1.36) есть наблюдаемый х.и.-псевдовектор угловой скоро-
сти вращения пространства Ω∗i = 1

2 ε
ikmAkm.
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2.4 Абсолютный дифференциал и производная по направ-
лению

В геометрии дифференциалом какой-либо функции называет-
ся её приращение в бесконечно близких точках с координатами
xα и xα+ dxα. Абсолютным дифференциалом в пространстве n из-
мерений называют приращение n-мерной величины в бесконечно
близких точках n-мерных координат данного пространства.

Приращения непрерывных функций, с которыми, как правило,
мы имеем дело на практике, в бесконечно близких точках являются
бесконечно малыми. Однако для определения бесконечно малого
приращения тензорной величины не может быть использовано по-
нятие “разности” между её значениями в точках xα и xα+ dxα, так
как тензорная алгебра не определяет соотношения между значени-
ями тензора в различных точках пространства. Это соотношение
может быть установлено только с помощью законов преобразования
тензоров из одной системы отсчёта в другую. Поэтому, в частно-
сти, дифференциальные операторы и результаты применения их
к тензорам сами также должны быть тензорами. Так, абсолютный
дифференциал от какой-либо тензорной величины является тензо-
ром того же ранга, что и эта величина.

Абсолютный дифференциал от скаляра φ есть скаляр

Dφ =
∂φ

∂xα
dxα, (2.75)

в сопутствующей системе отсчёта (bi = 0) он принимает вид

Dφ =
∗∂φ

∂t
dτ +

∗∂φ

∂xi dxi, (2.76)

откуда видно, что, кроме трёхмерного наблюдаемого дифферен-
циала, здесь присутствует добавочный член, учитывающий зависи-
мость абсолютного смещения Dφ от хода физического наблюдае-
мого времени dτ.

Абсолютный дифференциал контравариантного вектора Aα, вы-
раженный через оператор абсолютного дифференцирования ∇ (на-
зываемый “набла”), имеет вид

DAα = ∇σ Aαdxσ =
∂Aα

∂xσ
dxσ + ΓαµσAµdxσ =

= dAα + ΓαµσAµdxσ,
(2.77)
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где ∇σ Aα абсолютная производная Aα по координате xσ, и d обо-
значает обычный дифференциал

∇σ Aα =
∂Aα

∂xσ
+ ΓαµσAµ, (2.78)

d =
∂

∂xα
dxα. (2.79)

Выражение абсолютного дифференциала через физически на-
блюдаемые величины эквивалентно проецированию его общекова-
риантной формы на линии времени и пространственное сечение
наблюдателя в сопутствующей системе отсчёта

T = bαDAα =
g0αDAα
√
g00

, Bi = hi
αDAα. (2.80)

Обозначив наблюдаемые компоненты вектора Aα как

φ =
A0
√
g00

, qi = Ai, (2.81)

получаем его остальные компоненты

A0 = φ
(
1 −

w
c2

)
, A0 =

φ + 1
c vi qi

1 − w
c2

, Ai = −qi −
φ

c
vi . (2.82)

Учитывая, что обычный дифференциал в х.и.-форме, т.е. выра-
женный через х.и.-величины, имеет вид

d =
∗∂

∂t
dτ +

∗∂

∂xi dxi , (2.83)

и подставляя в T и Bi (2.80) символы Кристоффеля в х.и.-виде
(1.41–1.46), получаем наблюдаемые х.и.-проекции на время и на
пространство абсолютного дифференциала вектора Aα

T = bαDAα = dφ +
1
c

(
−Fi qidτ + Dik qidxk

)
, (2.84)

Bi = hi
σDAσ = dqi +

(
φ

c
dxk + qkdτ

) (
Di

k + A·ik·
)
−

−
φ

c
F idτ + ∆i

mk qmdxk.
(2.85)
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В дальнейшем при построении уравнений движения нам так-
же понадобятся х.и.-уравнения абсолютной производной вектора
вдоль направления, касательного к траектории движения. Геомет-
рически производная по направлению от некоторой функции есть
её изменение по отношению к элементарному перемещению вдоль
заданного направления. Абсолютной производной по направлению
в пространстве n измерений называют изменение n-мерной величи-
ны относительно элементарного n-мерного интервала вдоль задан-
ного направления.

Так, абсолютная производная скалярной функции φ вдоль на-
правления, определяемого кривой xα = xα (ρ), где ρ параметр диф-
ференцирования вдоль данной кривой представляет собой “ско-
рость” изменения данной функции

Dφ
dρ
=

dφ
dρ

. (2.86)

В сопутствующей системе отсчёта она принимает вид

Dφ
dρ
=
∗∂φ

∂t
dτ
dρ
+
∗∂φ

∂xi

dxi

dρ
. (2.87)

Абсолютная производная вектора Aα вдоль направления, задан-
ного кривой xα = xα (ρ), равна

DAα

dρ
= ∇σ Aα

dxσ

dρ
=

dAα

dρ
+ ΓαµσAµ

dxσ

dρ
. (2.88)

Физически наблюдаемые компоненты величины DAα
dρ , т.е. про-

екции её на время и на пространство в сопутствующей системе
отсчёта, имеют вид

bα
DAα

dρ
=

dφ
dρ
+

1
c

(
−Fi qi dτ

dρ
+ Dik qi dxk

dρ

)
, (2.89)

hi
σ

DAσ

dρ
=

dqi

dρ
+

(
φ

c
dxk

dρ
+ qk dτ

dρ

) (
Di

k + A·ik·
)
−

−
φ

c
F i dτ

dρ
+ ∆i

mk qm dxk

dρ
.

(2.90)

Фактически эти проекции представляют собой “отвлечённые”
х.и.-уравнения движения. Стоит нам только определить её наблю-



2.5 Абсолютная дивергенция и ротор 55

даемые компоненты и, подставив их в данные уравнения, приве-
сти подобные члены, как мы сразу получим уравнения движения,
выраженные через физически наблюдаемые величины.

2.5 Абсолютная дивергенция и ротор

Дивергенцией какого-либо тензорного поля называется его “пе-
репад” в направлении координатных осей. Соответственно, абсо-
лютной дивергенцией n-мерного тензорного поля называется его
дивергенция в n-мерном пространстве. Дивергенция есть результат
свёртывания тензора поля с оператором абсолютного дифференци-
рования набла ∇. Дивергенция векторного поля есть скаляр

∇σ Aσ =
∂Aσ

∂xσ
+ ΓσσµAµ. (2.91)

Дивергенцияполя тензора 2-го ранга является векторомиимеет
следующий вид

∇σ Fσα =
∂Fσα

∂xσ
+ ΓσσµFαµ + ΓασµFσµ, (2.92)

причём можно показать, что величина Γσσµ имеет вид

Γσσµ =
∂ ln
√
−g

∂xµ
. (2.93)

Для этого воспользуемся определением символов Кристоффе-
ля и запишем величину Γσσµ подробно

Γσσµ = g
σρΓµσ,ρ =

1
2
gσρ

(
∂gµρ

∂xσ
+
∂gσρ

∂xµ
−
∂gµσ

∂xρ

)
. (2.94)

Так как здесь σ и ρ свободные индексы, то их можно поменять
местами. В результате этого после свёртки с тензором g ρσ первый
и последний члены взаимно уничтожаются, и Γσσµ принимает вид

Γσσµ =
1
2
g ρσ

∂gρσ

∂xµ
. (2.95)

Величины g ρσ суть компоненты тензора, обратного тензору gρσ.
Поэтому каждая компонента матрицы g ρσ равна

g ρσ =
aρσ

g
, g = det

∥∥∥gρσ ∥∥∥ , (2.96)
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где aρσ алгебраическое дополнение элемента матрицы с индекса-
ми ρσ, равное числу (−1)ρ+σ, умноженному на детерминант (т.е.
определитель) матрицы, получаемой вычёркиванием σ и ρ из мат-
рицы gρσ. В результате мы имеем aρσ= gg ρσ. Так как определитель
g= det

∥∥∥gρσ ∥∥∥ по определению равен

g =
∑
α0...α3

(−1)N(α0...α3) g0(α0) g1(α1) g2(α2) g3(α3) , (2.97)

то величина dg примет вид dg= aρσdgρσ = gg ρσdgρσ, или

dg
g
= g ρσdgρσ . (2.98)

Интегрируя левуючасть, получаем ln (−g), так как определитель
g отрицателен, а логарифм существует только для положительной
функции. Тогда d ln (−g) = dg

g . Учитывая, что (−g)1/2 = 1
2 ln (−g), по-

лучаем
d ln
√
−g =

1
2
g ρσdgρσ (2.99)

и Γσσµ (2.95) принимает вид

Γσσµ =
1
2
g ρσ

∂gρσ

∂xµ
=
∂ ln
√
−g

∂xµ
, (2.100)

что и требовалось показать (2.93).
Теперь вычислим физически наблюдаемые компоненты дивер-

генции векторного поля (2.91) и поля тензора 2-го ранга (2.92). Вы-
ражение для дивергенции векторного поля Aα есть скаляр, поэтому
величину ∇σ Aσ нельзя спроецировать на время и на пространство,
достаточно только выразить её через физически наблюдаемые х.и.-
компоненты Aα и через наблюдаемые характеристики пространства
отсчёта. Кроме того, обычные операторы дифференцирования сле-
дует заменить на х.и.-операторы дифференцирования.

Примем обозначения φ и qi для наблюдаемых компонент век-
тора Aα (2.81) и выразим через них остальные компоненты (2.82).
Тогда, подставляя в (2.91) обычные операторы дифференцирова-
ния, выраженные через х.и.-операторы

1
√
g00

∂

∂t
=
∗∂

∂t
,

√
g00 = 1 −

w
c2 , (2.101)
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∗∂

∂xi =
∂

∂xi +
1
c2 vi

∗∂

∂t
, (2.102)

и учитывая, что
√
−g=

√
h
√
g00 , после вычислений получаем

∇σ Aσ =
1
c

(
∗∂φ

∂t
+ φD

)
+
∗∂qi

∂xi + qi
∗∂ ln
√

h
∂xi −

1
c2 Fi qi. (2.103)

Величина
∗∂ ln
√

h
∂xi = ∆

j
ji (2.104)

представляет собой х.и.-символы Кристоффеля ∆k
ji (1.47), свёрну-

тые по двум индексам. Тогда, аналогично определению абсолютной
дивергенции векторного поля (2.91), величина

∗∂qi

∂xi + qi
∗∂ ln
√

h
∂xi =

∗∂qi

∂xi + qi∆
j
ji =

∗∇i qi (2.105)

есть х.и.-дивергенция вектора qi.
Соответственно, назовёмфизической х.и.-дивергенцией вектора

qi х.и.-величину
∗∇̃i qi = ∗∇i qi −

1
c2 Fi qi, (2.106)

в которой дополнительный член учитывает тот факт, что темп тече-
ния времени на противоположных стенках элементарного объёма
различен.

Действительно, при вычислении дивергенции берётся элемен-
тарный объём пространства и вычисляется разность между объё-
мами “субстанции”, входящей в него за элементарный промежу-
ток времени и выходящей из него за этот же временной интервал
(дивергенция означает расходимость). Но наличие гравитационно-
инерциальной силы F i (1.38) приводит к тому, что темп времени
в разных точках пространства различен. Поэтому, если измерить
длительность промежутков времени на противоположных стенках
объёма, то начало и конец этих промежутков на разных стенках
объёма получаются несинхронными и их нельзя будет сравнить.
При синхронизации часов на противоположных стенках объёма по-
лучится истинная картина, т.е. измеренная длительность этих про-
межутков времени окажется различной.
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Окончательное выражение для ∇σ Aσ примет вид

∇σ Aσ =
1
c

(
∗∂φ

∂t
+ φD

)
+ ∗∇̃i qi. (2.107)

Второй член этого выражения представляет собой физически
наблюдаемый аналог обычной дивергенции в трёхмерномпростран-
стве. Первый член не имеет аналогов и состоит из двух частей:

∗∂φ
∂t

есть изменение во времени временной проекции φ четырёхмерного
вектора Aα, величина φD является изменением во времени объёма
трёхмерного тензорного поля qi, так как след тензора скоростей
деформации D= hikDik =Dn

n есть скорость относительного расши-
рения элементарного объёма пространства отсчёта.

Равенство ∇σ Aσ= 0, применённое к четырёхмерному вектор-
потенциалу Aα электромагнитного поля, есть условие Лоренца. В
х.и.-виде условие Лоренца выглядит следующим образом

∗∇̃i qi = −
1
c

(
∗∂φ

∂t
+ φD

)
. (2.108)

Теперь вычислим физически наблюдаемые компоненты дивер-
генции произвольного антисимметричного тензора Fαβ =−F βα (эти
формулы пригодятся нам для построения х.и.-электродинамики,
при выводе х.и.-уравнений Максвелла)

∇σ Fσα =
∂Fσα

∂xσ
+ ΓσσµFαµ + ΓασµFσµ =

=
∂Fσα

∂xσ
+
∂ ln
√
−g

∂xµ
Fαµ,

(2.109)

где третий член ΓασµFσµ равен нулю из-за свёртывания символов
Кристоффеля Γασµ, симметричных по нижним индексам, и анти-
симметричного тензора Fσµ.

Выражение ∇σ Fσα является четырёхмерным вектором, поэто-
му его наблюдаемые х.и.-проекции имеют вид

T = bα∇σ Fσα, Bi = hi
α∇σ Fσα = ∇σ Fσi. (2.110)

Обозначим наблюдаемые х.и.-компоненты тензора Fαβ

E i =
F ·i0·
√
g00

, H ik = F ik, (2.111)
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тогда его остальные, не равные нулю компоненты, выраженные че-
рез наблюдаемые компоненты (2.111), имеют вид

F ·00· =
1
c
vk Ek, (2.112)

F ·0k· =
1
√
g00

(
Ek −

1
c
vn H ·nk· −

1
c2 vk vn En

)
, (2.113)

F0i =
E i − 1

c vk H ik

√
g00

, F0i = −
√
g00 Ei , (2.114)

F ·ki· = −H ·ki· −
1
c
vi Ek, Fik = Hik +

1
c

(vi Ek − vk Ei) . (2.115)

Подставляя эти компоненты при вычислении квадрата тензора
Fαβ, мы получаем, что он равен

FαβFαβ = Hik H ik − 2Ei E i. (2.116)

Подставляя значения этих компонент в (2.110) и заменяя обыч-
ные операторы дифференцирования на х.и.-операторы, после вы-
числений получаем

T =
∇σ F ·σ0·
√
g00
=
∗∂E i

∂xi + E i
∗∂ ln
√

h
∂xi −

1
c

H ikAik , (2.117)

Bi = ∇σ Fσi =
∗∂H ik

∂xk + H ik
∗∂ ln

√
h

∂xk −

−
1
c2 Fk H ik −

1
c

(
∗∂E i

∂t
+ DE i

)
,

(2.118)

где Aik есть антисимметричный х.и.-тензор неголономности про-
странства. Учитывая, что

∗∂E i

∂xi + E i
∗∂ ln
√

h
∂xi = ∗∇i E i (2.119)

есть х.и.-дивергенция вектора E i, и

∗∇k H ik −
1
c2 Fk H ik = ∗∇̃k H ik (2.120)
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есть физическая х.и.-дивергенция тензора H ik, получаем оконча-
тельные выражения для физических наблюдаемых проекций ди-
вергенции произвольного антисимметричного тензора Fαβ

T = ∗∇i E i −
1
c

H ikAik , (2.121)

Bi = ∗∇̃k H ik −
1
c

(
∗∂E i

∂t
+ DE i

)
. (2.122)

Теперь вычислим физически наблюдаемые компоненты дивер-
генции псевдотензора F∗αβ, дуального данному антисимметрично-
му тензору Fαβ,

F∗αβ =
1
2

EαβµνFµν , F∗αβ =
1
2

EαβµνF µν. (2.123)

Мы можем обозначить наблюдаемые компоненты псевдотензо-
ра F∗αβ следующим образом

H∗i =
F∗·i0·
√
g00

, E∗ik = F∗ik, (2.124)

так как между этими величинами и наблюдаемыми компонентами
антисимметричного тензора Fαβ (2.111) в силу дуальности данных
тензоров Fαβ и F∗αβ существуют очевидные соответствия H∗i ∼H ik

и E∗ik ∼ E i.
Соответственно, принимая во внимание, что

F∗·i0·
√
g00
=

1
2
εipqHpq , F∗ik = − εikpEp , (2.125)

мы получаем, что остальные компоненты псевдотензора F∗αβ, вы-
раженные через наблюдаемые компоненты дуального ему тензора
Fαβ (2.111), имеют следующий вид

F∗·00· =
1

2c
vk ε

kpq
[
Hpq +

1
c

(
vp Eq − vq Ep

)]
, (2.126)

F∗·0i· =
1

2
√
g00

[
ε
·pq
i· Hpq +

1
c
ε
·pq
i·

(
vp Eq − vq Ep

)
−

−
1
c2 ε

kpq vi vk Hpq −
1
c3 ε

kpq vi vk
(
vp Eq − vq Ep

)]
,

(2.127)
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F∗0i =
1

2
√
g00

εipq
[
Hpq +

1
c

(
vp Eq − vq Ep

)]
, (2.128)

F∗0i =
1
2
√
g00 εipq H pq, (2.129)

F∗·ki· = ε
·kp
i· Ep −

1
2c

vi ε
kpqHpq −

1
c2 vi vm ε

mkpEp , (2.130)

F∗ik = εikp

(
E p −

1
c
vq H pq

)
, (2.131)

и его квадрат равен

F∗αβF∗αβ = εipq
(
Ep Hiq − Ei Hpq

)
, (2.132)

где εipq трёхмерный х.и.-дискриминантный тензор (2.73, 2.74). То-
гда наблюдаемые компоненты дивергенции псевдотензора F∗αβ

принимают вид

∇σ F∗·σ0·
√
g00

=
∗∂H∗i

∂xi + H∗i
∗∂ ln
√

h
∂xi −

1
c

E∗ikAik , (2.133)

∇σ F∗σi =
∗∂E∗ik

∂xi + E∗ik
∗∂ ln
√

h
∂xk −

−
1
c2 Fk E∗ik −

1
c

(
∗∂H∗i

∂t
+ DH∗i

)
,

(2.134)

или, после выделения х.и.-дивергенции ∗∇i H∗i и х.и.-физической
дивергенции ∗∇̃k E∗ik, аналогично (2.119, 2.120), получаем

∇σ F∗·σ0·
√
g00

= ∗∇i H∗i −
1
c

E∗ikAik , (2.135)

∇σ F∗σi = ∗∇̃k E∗ik −
1
c

(
∗∂H∗i

∂t
+ DH∗i

)
. (2.136)

Помимо дивергенции вектора, антисимметричного тензора и
псевдотензора 2-го ранга нам также необходимо знать наблюдае-
мые проекции дивергенции симметричного тензора 2-го ранга. В
дальнейшем они понадобятся при выводе х.и.-законов сохранения.
Так как эти выражения были ранее получены Зельмановым, то мы
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просто приводим их по его публикациям. Обозначая наблюдаемые
компоненты симметричного тензора T αβ как

T00

g00
= ρ ,

T i
0
√
g00
= Ki, T ik = N ik, (2.137)

согласно Зельманову, имеем

∇σ T σ
0

√
g00
=
∗∂ρ

∂t
+ ρD + Dik N ik + c ∗∇i Ki −

2
c

Fi Ki, (2.138)

∇σ T σi = c
∗∂Ki

∂t
+ cDKi + 2c

(
Di

k + A·ik·
)

Kk +

+ c2 ∗∇k N ik − Fk N ik − ρF i.

(2.139)

Наряду с внутренним (скалярным) произведением тензора по-
ля с оператором абсолютного дифференцирования набла ∇, явля-
ющимся дивергенцией данного тензорного поля, можно рассмот-
реть разность ковариантных производных тензорного поля. Эта ве-
личина называется ротором и геометрически представляет собой
“вихрь” тензорного поля. Абсолютным ротором называют вихрь
n-мерного тензорного поля в n-мерном пространстве.

Ротор четырёхмерного векторного поля Aα есть ковариантный
антисимметричный тензор 2-го ранга, определяемый следующим
образом*

Fµν = ∇µ Aν − ∇ν Aµ =
∂Aν
∂xµ
−
∂Aµ
∂xν

, (2.140)

где ∇µ Aν абсолютная производная Aν по координате xµ

∇µ Aν =
∂Aν
∂xµ
− ΓσνµAσ . (2.141)

Ротор, свёрнутый с четырёхмерным совершенно антисиммет-
ричным дискриминантным тензором Eαβµν (2.65), образует соот-
ветствующий псевдотензор

F∗αβ = Eαβµν
(
∇µ Aν − ∇ν Aµ

)
= Eαβµν

(
∂Aν
∂xµ
−
∂Aµ
∂xν

)
. (2.142)

*Например §98 в книге П. К. Рашевского [18], хотя правильней называть ис-
тинным ротором (вихрем) поля не собственно антисимметричный тензор (2.140),
а дуальный ему псевдотензор (2.142) как инвариант относительно отражения ко-
ординатных осей.
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В электродинамике Fµν (2.140) представляет собой четырёх-
мерный (общековариантный) тензор электромагнитного поля (тен-
зор Максвелла) и является ротором четырёхмерного потенциала
Aα электромагнитного поля. Поэтому нам потребуются выражения
для наблюдаемых компонент четырёхмерного ротора Fµν и дуаль-
ного ему псевдотензора F∗αβ, записанные через наблюдаемые ком-
поненты образующего их четырёхмерного вектора поля Aα (2.81).

Вычислим компоненты ротора Fµν. При этом мы учитываем,
что F00 = F00 = 0, как и для любого антисимметричного тензора. В
результате после вычислений мы получаем

F0i =

(
1 −

w
c2

) (
φ

c2 Fi −
∗∂φ

∂xi −
1
c

∗∂qi

∂t

)
, (2.143)

Fik =
∗∂qi

∂xk −
∗∂qk

∂xi +
φ

c

(
∂vi

∂xk −
∂vk

∂xi

)
+

+
1
c

(
vi

∗∂φ

∂xk − vk

∗∂φ

∂xi

)
+

1
c2

(
vi

∗∂qk

∂t
− vk

∗∂qi

∂t

)
,

(2.144)

F ·00· = −
φ

c3 vk F k +
1
c
vk

(
∗∂φ

∂xk +
1
c

∗∂qk

∂t

)
, (2.145)

F ·0k· = −
1
√
g00

[
φ

c2 Fk −
∗∂φ

∂xk −
1
c

∗∂qk

∂t
+

+
2φ
c2 vmAmk +

1
c2 vkv

m
(
∗∂φ

∂xm +
1
c

∗∂qm

∂t

)
−

−
1
c
vm

(
∗∂qm

∂xk −
∗∂qk

∂xm

)
−
φ

c4 vk vm Fm
]
,

(2.146)

F ·ik· = him
(
∗∂qm

∂xk −
∗∂qk

∂xm

)
−

1
c

him vk

∗∂φ

∂xm −

−
1
c2 him vk

∗∂qm

∂t
+
φ

c3 vk F i +
2φ
c

A·ik· ,

(2.147)

F0k =
1
√
g00

[
hkm

(
∗∂φ

∂xm +
1
c

∗∂qm

∂t

)
−
φ

c2 F k+

+
1
c
vn hmk

(
∗∂qn

∂xm −
∗∂qm

∂xn

)
−

2φ
c2 vm Amk

]
,

(2.148)
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F ·i0·
√
g00
=
giαF0α
√
g00
= hik

(
∗∂φ

∂xk +
1
c

∗∂qk

∂t

)
−
φ

c2 F i, (2.149)

F ik = giαgkβFαβ = himhkn
(
∗∂qm

∂xn −
∗∂qn

∂xm

)
−

2φ
c

Aik, (2.150)

причём величины (2.149, 2.150) представляют собой физически
наблюдаемые проекции ротора Fµν. Соответственно, наблюдаемые
проекции дуального ему псевдотензора F∗αβ имеют вид

F∗·i0·
√
g00
=
g0αF∗αi

√
g00

= εikm
[

1
2

(
∗∂qk

∂xm −
∗∂qm

∂xk

)
−
φ

c
Akm

]
, (2.151)

F∗ik = εikm
(
φ

c2 Fm −
∗∂φ

∂xm −
1
c

∗∂qm

∂t

)
, (2.152)

где F∗·i0· = g0αF∗αi = g0αEαiµνFµν вычисляется с помощью готовых
компонент ротора Fµν (2.143–2.148).

2.6 Операторы Лапласа и Даламбера

Оператором Лапласа называют трёхмерный оператор диффе-
ренцирования

∆ = ∇∇ = ∇2 = −gik ∇i∇k . (2.153)

Его обобщением в четырёхмерном псевдоримановом простран-
стве является общековариантный оператор Даламбера

□ = gαβ ∇α∇β . (2.154)

В пространстве Минковского оператор Даламбера выглядит
следующим образом

∆ =
∂2

∂x1∂x1 +
∂2

∂x2∂x2 +
∂2

∂x3∂x3 , (2.155)

□ =
1
c2

∂2

∂t2 −
∂2

∂x1∂x1 −
∂2

∂x2∂x2 −
∂2

∂x3∂x3 =
1
c2

∂2

∂t2 − ∆ , (2.156)

где ∆ оператор Лапласа (2.153) в пространстве Минковского.
Наша задача состоит в том, чтобы применить оператор Далам-

бера к скалярному и векторному полям в псевдоримановом про-
странстве и выразить результаты вычислений в х.и.-виде. Вначале
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мы применим операторДаламбера к четырёхмерному полю скаляра
φ, так как в этом случае выкладки существенно проще (абсолютная
производная скалярного поля ∇αφ не содержит символов Кристоф-
феля и сводится к обычной производной)

□φ = gαβ ∇α∇β φ = gαβ
∂φ

∂xα

(
∂φ

∂xβ

)
= gαβ

∂2φ

∂xα∂xβ
. (2.157)

Компоненты фундаментального метрического тензора выразим
через х.и.-величины. Для компонент gik из (1.18) имеем gik =−hik.
Величины g0i получаются из выражения для вектора линейной ско-
рости вращения пространства vi =−cg0i√g00

g0i = −
1

c
√
g00

vi. (2.158)

Нулевую компоненту g00 можно найти из свойства фундамен-
тального метрического тензора gασgβσ= gβα. Расписывая это равен-
ство покомпонентно для α= β= 0,

g0σg
0σ = g00g

00 + g0ig
0i = δ0

0 = 1, (2.159)

и учитывая, что

g00 =

(
1 −

w
c2

)2
, g0i = −

1
c
vi

(
1 −

w
c2

)
, (2.160)

получаем

g00 =
1(

1 − w
c2

)2

(
1 −

1
c2 vi v

i
)
. (2.161)

Подставляя полученные компоненты фундаментального метри-
ческого тензора в □φ (2.157) и заменяя обычные операторы диф-
ференцирования на х.и.-операторы дифференцирования, получаем
уравнения Даламбера для скалярного поля в х.и.-виде

□φ =
1
c2

∗∂2φ

∂t2 − hik
∗∂2φ

∂xi∂xk =
∗□φ , (2.162)

где ∗□ четырёхмерный х.и.-оператор Даламбера и ∗∆ трёхмерный
х.и.-оператор Лапласа

∗□ =
1
c2

∗∂2

∂t2 − hik
∗∂2

∂xi∂xk , (2.163)
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∗∆ = −gik ∗∇i
∗∇k = hik

∗∂2

∂xi∂xk . (2.164)

Теперь применим оператор Лапласа к четырёхмерному вектор-
ному полю Aα в псевдоримановом пространстве

□Aα = gµν ∇µ∇ν Aα. (2.165)

Так как величина□Aα является четырёхмерным вектором, то её
физически наблюдаемые х.и.-проекции на время и на пространство
вычисляются по формулам

T = bσ□Aσ = bσ gµν ∇µ∇ν Aσ, (2.166)

Bi = hi
σ□Aσ = hi

σ g
µν ∇µ∇ν Aσ. (2.167)

Вообще вывод х.и.-уравнений Даламбера для векторного по-
ля в псевдоримановом пространстве не является тривиальным, так
как символы Кристоффеля не равны нулю и выкладки для проек-
ций вторых производных занимают десятки страниц*. Это довольно
трудоёмкое дело, требующее не одной недели аккуратных вычис-
лений и проверок полученных результатов. Однако значение опе-
ратора Даламбера в теории движения частиц трудно недооценить,
и достижение цели в данном случае оправдывает все приложен-
ные усилия. Основным критерием правильности выкладок являет-
ся правило хронометрической инвариантности, сформулированное
Зельмановым: “при правильно сделанных выкладках все члены ито-
говых уравнений получатся хронометрически инвариантными, т.е.
состоящими из х.и.-производных от наблюдаемых компонент век-
торного поля и х.и.-характеристик пространства отсчёта.”

После соответствующих вычислений мы получаем, что х.и.-
проекции уравнений Даламбера для векторного поля в псевдори-

*Отчасти поэтому практические приложения теории электромагнитного по-
ля и движущегося заряда в основном вычисляют в галилеевой системе отсчёта
пространства Минковского (пространства-времени специальной теории относи-
тельности), в которой символы Кристоффеля равны нулю. Впрочем, при обще-
ковариантной записи вообще трудно однозначно интерпретировать результаты
вычислений, если они не выражены через физически наблюдаемые величины (хро-
нометрические инварианты) или не приведены к какому-либо простому частному
случаю, например в пространстве Минковского.
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мановом пространстве (2.166, 2.167) имеют следующий вид

T = ∗□φ −
1
c3

∗∂

∂t
(
Fk qk) − 1

c3 Fi

∗∂qi

∂t
+

1
c2 F i

∗∂φ

∂xi +

+ hik∆m
ik

∗∂φ

∂xm − hik 1
c

∗∂

∂xi

[
(Dkn + Akn) qn] + D

c2

∗∂φ

∂t
−

−
1
c

Dk
m

∗∂qm

∂xk +
2
c3 Aik F iqk +

φ

c4 Fi F i −
φ

c2 Dmk Dmk −

−
D
c3 Fm qm −

1
c
∆m

kn Dk
m qn +

1
c

hik∆m
ik (Dmn + Amn) qn,

(2.168)

Bi = ∗□Ai +
1
c2

∗∂

∂t

[(
Di

k + A·ik·
)

qk
]
+

D
c2

∗∂qi

∂t
+

+
1
c2

(
Di

k + A·ik·
) ∗∂qk

∂t
−

1
c3

∗∂

∂t
(
φF i) − 1

c3 F i
∗∂φ

∂t
+

+
1
c2 F k

∗∂qi

∂xk −
1
c

(
Dmi + Ami

) ∗∂φ
∂xm +

1
c4 qkFk F i+

+
1
c2 ∆

i
km qmF k −

φ

c3 DF i +
D
c2

(
Di

n + A·in·
)

qn−

− hkm
{
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∂xk

(
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mn qn
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1
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(
Di
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+
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kn∆
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np
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q p +

φ
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[
∆i

kn
(
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)
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(
Di

n + A·in·
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+ ∆i

kn

∗∂qn

∂xm − ∆
n
km

∗∂qi

∂xn

}
,

(2.169)

где ∗□φ и ∗□qi результаты применения х.и.-оператора Даламбера
(2.163) к φ= A0√

g00
и qi = Ai (наблюдаемым компонентам вектора Aα)

∗□φ =
1
c2

∗∂2φ

∂t2 − hik
∗∂2φ

∂xi∂xk , (2.170)

∗□qi =
1
c2

∗∂2qi

∂t2 − hkm
∗∂2qi

∂xk∂xm . (2.171)

Результат применения оператора Даламбера к тензорному полю
есть уравнения Даламбера. С физико-математической точки зре-
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ния— это уравнения распространения волн этого поля. Если урав-
ненияДаламбера не равны нулю, то это уравнения распространения
волн поля, порождённых каким-то внесённым “источником” или их
распределением в пространстве (уравнения Даламбера с “источни-
ком”). Например, для электромагнитного поля источниками служат
электрические зарядыи токи. Еслиже результат воздействия опера-
тора Даламбера на поле равен нулю, то это будут уравнения распро-
странения волн данного поля, существующего вне связи с каким-
либо “источниками”, внесёнными в пространство. Таким образом,
равенство нулю всех членов, не стоящих под знаком х.и.-оператора
Даламбера ∗□, даёт физические условия распространения наблю-
даемых волн исследуемого поля в четырёхмерном пространстве-
времени, когда гравитационно-инерциальная сила Fi равна нулю,
отсутствуют вращение Aik и деформация Dik самого пространства
и нет какой-либо дополнительной среды. В этом случае наблюда-
емые х.и.-уравнения распространения волн поля Aα получаются в
результате приравнивания к нулю выражений (2.170, 2.171) и имеют
довольно простой вид. Если гравитационный потенциал простран-
ства отличен от нуля, а само пространство вращается и деформиру-
ется (достаточно проявления хотя бы одного из этих геометриче-
ских свойств пространства), то, как видно из формул (2.168, 2.169),
уравнения распространения волн существенно усложняются из-за
учёта воздействия каждого из этих геометрическихфакторов. Если
же рассматриваемая область пространства-времени, помимо иссле-
дуемого тензорного поля, заполнена ещё какой-либо средой, то в
уравнениях Даламбера появится дополнительный член в правой ча-
сти, характеризующий эту среду и определяемый из описывающих
её уравнений.

2.7 Заключение

Итак, подведём итоги этой главы. Помимо общих сведений о
тензорах и тензорной алгебре мы сделали ряд удобных заготовок,
которые существенно облегчат наши расчёты в следующих главах.
Например, встретившись по ходу исследований с каким-либо анти-
симметричным тензором, теперь не нужно специально вычислять
его физически наблюдаемые компоненты, достаточно лишь вос-
пользоваться полученными здесь общими формулами. То же самое
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и для дифференциальных операторов. Равенство нулю абсолют-
ной производной динамического вектора частицы по направлению
даёт динамические уравнения движения этой частицы. Равенство
нулю дивергенции векторного поля даёт условие Лоренца и урав-
нение неразрывности. Равенство нулю дивергенции симметричного
тензора 2-го ранга даёт законы сохранения, а равенство нулю ди-
вергенции антисимметричного тензора (и псевдотензора) 2-го ран-
га — уравнения Максвелла. Ротор векторного поля — это тензор
электромагнитного поля (тензор Максвелла). Уравнения Даламбе-
ра суть уравнения распространения волн в обобщённом виде, т.е.
не только в приближении геометрической оптики. И это далеко не
полный список приложений наших математических заготовок. Вы-
числение ихфизических наблюдаемых проекций—порой довольно
сложное дело, совершенно незачем несколько раз повторять эти вы-
кладки в книге для каждого конкретного случая. Гораздо удобнее
взять уже готовые выражения из этой главы и просто подставить в
них необходимые компоненты дифференцируемой величины.



Глава 3 Заряженная частица в
псевдоримановом

пространстве

3.1 Постановка задачи

В этой главе нам предстоит решить две задачи. Во-первых, необ-
ходимо построить теорию электромагнитного поля в четырёхмер-
ном псевдоримановом пространстве, в которой все характеристи-
ки поля будут выражены в х.и.-виде (т.е. через физически наблю-
даемые величины). И, во-вторых, нам необходимо вывести х.и.-
динамические уравнения движения для частицы с электрическим
зарядом.

Электромагнитное поле обычно рассматривается как вектор-
ное поле четырёхмерного потенциала Aα в четырёхмерном про-
странстве — времени (псевдоримановом пространстве). Его вре-
менной компонентой является скалярный потенциал электромаг-
нитного поля φ, а трёхмерные компоненты образуют так называе-
мый вектор-потенциал Ai. Собственно, четырёхмерный потенциал
электромагнитного поля Aα в системе единиц СГСЭ и гауссовой
имеет размерность

Aα [грамм1/2 см1/2 сек−1], (3.1)

такой же размерностью обладают и его компоненты φ и Ai.
Таким образом, исследование электромагнитного поля сущест-

венно отличается от исследования поля гравитации: в рамках тео-
рии хронометрических инвариантов было получено, что гравита-
ционно-инерциальная сила F i и гравитационный потенциалw (1.38)
являются функциями только геометрических характеристик про-
странства, тогда как электромагнитное поле (т.е. поле потенциала
Aα) на сегодняшний день не “геометризовано”, и мы вынуждены
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рассматривать его просто как внешнее векторное поле, внесённое
в пространство-время.

Уравнения классической электродинамики— уравненияМакс-
велла, устанавливающие соотношения между напряжённостями
электрического и магнитного полей, — были выведены ещё в то
время, когда в методах теоретической физики не использовалось не
только искривлённое псевдориманово пространство, но и плоское
пространство Минковского. Затем, с появлением теории относи-
тельности, была создана релятивистская электродинамика, в рам-
ках которой уравненияМаксвелла были получены в четырёхмерной
общековариантной формулировке в псевдоримановом простран-
стве. Однако, приобретя общековариантный вид, они потеряли ту
наглядность, которая была преимуществом классической электро-
динамики. Правда, четырёхмерные уравнения в пространствеМин-
ковского можно просто представить в виде скалярной (временной)
и векторных (пространственных) компонент, так как в галилеевой
системе отсчёта они по определению являются наблюдаемыми ве-
личинами. Но когда мы переходим к искривлённому, неоднородно-
му и анизотропному псевдоримановому пространству, задача со-
поставления скалярной и векторных компонент общековариантных
уравнений с уравнениями классической и релятивистской электро-
динамики становится нетривиальной, так как возникает проблема,
какие величины считать физически наблюдаемыми.

Вообще говоря, очевидно, что уравнения релятивистской элек-
тродинамики в псевдоримановом пространстве в итоге должны
быть записаны относительно физических наблюдаемых компонент
электромагнитного поля и физических наблюдаемых (эталонных)
характеристик пространства отсчёта наблюдателя. Эту задачу мы
будем решать с помощью математического аппарата хронометри-
ческих инвариантов, т.е. посредством проецирования общековари-
антных величин на время и на пространство реального тела отсчёта,
физические и геометрические характеристики которого являются
эталонами для измерений. Полученные таким путём результаты
позволят нам вывести наблюдаемое обобщение основных величин
и законов классической и релятивистской электродинамики в такой
форме, которая учитывает влияние физических и геометрических
характеристик пространства отсчёта (тела отсчёта) на результаты
наблюдений.
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3.2 Наблюдаемые компоненты тензора электромагнитного
поля. Инварианты поля

Тензор электромагнитного поля (по определению) представляет
собой ротор четырёхмерного электромагнитного поля Aα и иначе
называется тензором Максвелла

Fµν = ∇µ Aν − ∇ν Aµ =
∂Aν
∂xµ
−
∂Aµ
∂xν

. (3.2)

Как нетрудно видеть, это выражение представляет собой об-
щековариантное (четырёхмерное) обобщение трёхмерных величин
классической электродинамики

E⃗ = −
−→
∇φ −

1
c
∂A⃗
∂t

, H⃗ = rot A⃗ , (3.3)

которыми являются электрическая напряжённость E⃗ и магнитная
напряжённость H⃗ электромагнитного поля, а также скалярный по-
тенциал φ и трёхмерный векторный потенциал A⃗ электромагнитно-
го поля, где

−→
∇ = ı⃗

∂

∂x
+ ȷ⃗

∂

∂y
+ k⃗

∂

∂z
(3.4)

оператор градиента скалярной функции в трёхмерном евклидовом
пространстве.

В этом параграфе мы выясним, какие компоненты общековари-
антного тензора электромагнитного поля Fαβ являются физически
наблюдаемыми величинами, и установим связь этих величин с трёх-
мерными векторами напряжённости электрического поля E⃗ и маг-
нитного поля H⃗ классической электродинамики, которые мы также
вычислим в псевдоримановом пространстве (оно, вообще говоря,
является искривлённым, неоднородным и анизотропным).

Здесь очень важно отметить следующее. Так как плоском про-
странстве-времени (пространстве Минковского) в инерциальной
системе отсчёта метрика имеет вид

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (3.5)

и, соответственно этой метрике, компоненты фундаментального
метрического тензора принимают значения

g00 = 1 , g0i = 0 , g11 = g22 = g33 = −1 , (3.6)
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то нет различия между значениями ковариантных и контравариант-
ных компонент вектора Aα (в частности поэтому все вычисления в
пространстве Минковского существенно упрощаются)

φ = A0 = A0, Ai = −Ai. (3.7)

В псевдоримановом пространстве (и в римановом простран-
стве вообще) это не всё равно, так как метрика имеет общий вид,
поэтому скалярный потенциал и вектор-потенциал электромагнит-
ного поля следует определять как физически наблюдаемые х.и.-
компоненты четырёхмерного потенциала Aα

φ = bαAα =
A0
√
g00

, qi = hi
σAσ = Ai. (3.8)

Остальные, не являющиеся хронометрически инвариантными,
компоненты Aα выражаются через φ и qi в виде

A0 =
1

1 − w
c2

(
φ +

1
c
vi qi

)
, Ai = −qi −

φ

c
vi . (3.9)

Причём, согласно теории хронометрических инвариантов, ко-
вариантный х.и.-вектор qi получается из контравариантного qi в
результате опускания индекса с помощью наблюдаемого трёхмер-
ного х.и.-тензора hik, т.е. qi = hikqk, тогда как обычный ковариант-
ный вектор Ai, не являющийся хронометрическим инвариантом,
получается путём опускания индекса с помощью четырёхмерного
фундаментального метрического тензора Ai = giαAα.

Квадрат длины вектора четырёхмерного электромагнитного по-
тенциала Aα в сопутствующей системе отсчёта, вычисляемый по
формуле (2.39), имеет вид

AαAα = gαβ AαAβ = φ2 − hik qiqk = φ2 − q2, (3.10)

и является: вещественным, если φ2 > q2; мнимым, если φ2 < q2; ну-
левым (изотропным), если φ2 = q2.

Теперь, используя в определении тензора электромагнитного
поля Fαβ (3.2) компоненты четырёхмерного потенциала Aα (3.8,
3.9), выражая обычные производные через х.и.-производные (1.33),
поформуламдля компонент ротора произвольного векторного поля
(2.143–2.150) получаем физически наблюдаемые х.и.-компоненты
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данного тензора Fαβ

F ·i0·
√
g00
=
giαF0α
√
g00
= hik

(
∗∂φ

∂xk +
1
c

∗∂qk

∂t

)
−
φ

c2 F i, (3.11)

F ik = giαgkβFαβ = himhkn
(
∗∂qm

∂xn −
∗∂qn

∂xm

)
−

2φ
c

Aik. (3.12)

Обозначим наблюдаемые х.и.-компоненты тензора электромаг-
нитного поля

E i =
F ·i0·
√
g00

, H ik = F ik, (3.13)

тогда как их ковариантные х.и.-величины равны

Ei = hik Ek =
∗∂φ

∂xi +
1
c

∗∂qi

∂t
−
φ

c2 Fi , (3.14)

Hik = him hkn Hmn =
∗∂qi

∂xk −
∗∂qk

∂xi −
2φ
c

Aik , (3.15)

а смешанные компоненты H ·mk· =−Hm·
·k получаются из H ik с помощью

трёхмерного х.и.-метрического тензора H ·mk· = hki H im. При этом де-
формация пространства отсчёта Dik =

1
2

∗∂hik
∂t (1.40) содержится в

этих выражениях в неявном виде и проявляется при подстанов-
ке qk = hkmqm в производные по времени. Мы можем выразить и
остальные компоненты тензора электромагнитного поля Fαβ через
его наблюдаемые компоненты E i и H ik (3.11), используя формулы
для компонент произвольного антисимметричного тензора (2.112–
2.115), так как в них входят величины E i и H ik в “неявном” виде,
независимо от того, будь это компоненты ротора или антисиммет-
ричного тензора какого-то другого вида.

В пространстве Минковского, где ускорение F i, вращение Aik и
деформация Dik пространства отсчёта равны нулю, выражение для
компоненты Ei (3.14) принимает вид

Ei =
∂φ

∂xi +
1
c
∂Ai

∂t
, (3.16)

или в трёхмерной векторной форме,

E⃗ =
−→
∇φ +

1
c
∂A⃗
∂t

, (3.17)
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что с точностью до знака совпадает с выражением для E⃗ (3.3) из
классической электродинамики.

Теперь для того, чтобы выразить напряжённость магнитного
поля в трёхмерном векторном виде, используем компоненты псев-
дотензора F∗αβ, который в псевдоримановом пространстве явля-
ется дуальным тензору электромагнитного поля F∗αβ = 1

2 EαβµνFµν
(2.123). Физически наблюдаемыми компонентами этого псевдотен-
зора, согласно формуле (2.124), являются следующие величины

H∗i =
F∗·i0·
√
g00

, E∗ik = F∗ik. (3.18)

Используя выражения для компонент псевдотензора F∗αβ, по-
лученные во 2-й главе (2.125–2.131), и формулы для Ei и Hik (3.14,
3.15), получаем развёрнутые выражения для H∗i и E∗ik, а именно

H∗i =
1
2
εimn

(
∗∂qm

∂xn −
∗∂qn

∂xm −
2φ
c

Amn

)
=

1
2
εimnHmn , (3.19)

E∗ik = εikn
(
φ

c2 Fn −
∗∂φ

∂xn −
1
c

∗∂qn

∂t

)
= − εiknEn . (3.20)

Отсюда видно, что дуально сопряжёнными являются пары тен-
зоров: H∗i и Hmn, E∗ik и Em. Хронометрически инвариантная вели-
чина H∗i (3.19) состоит из члена

1
2
εimn

(
∗∂qm

∂xn −
∗∂qn

∂xm

)
=

1
2
εimn (∗∇n qm −

∗∇m qn
)
, (3.21)

представляющего собой х.и.-ротор трёхмерного векторного поля
qm и члена

1
2
εimn 2φ

c
Amn =

2φ
c
Ω∗i, (3.22)

где Ω∗i = 1
2 ε

imnAmn х.и.-псевдовектор угловой скорости вращения
пространства отсчёта. В галилеевой системе отсчёта пространства
Минковского, т.е. при отсутствии ускорения, вращения и дефор-
мации, полученное нами выражение для х.и.-псевдовектора напря-
жённости магнитного поля H∗i (3.19) принимает вид

H∗i =
1
2
εimn

(
∂qm

∂xn −
∂qn

∂xm

)
, (3.23)
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или в трёхмерной векторной форме

H⃗ = rot A⃗. (3.24)

Такимобразом, структура псевдориманова пространства оказы-
вает воздействие на электромагнитное поле тем, что наблюдаемые
х.и.-векторы электрической Ei (3.14) и магнитной H∗i (3.19) на-
пряжённостей зависят от гравитационного потенциала и вращения
самого пространства отсчёта.

Такая же ситуация будет иметь место и плоском пространстве
Минковского, если избрать в качестве системы отсчёта наблюдате-
ля неинерциальную систему отсчёта, которая движется ускоренно
и вращается. Однако в пространстве Минковского всегда можно
избрать галилееву систему отсчёта (что невозможно в псевдори-
мановом пространстве), так как само пространство Минковского
никак не ускоряет, не вращает и не деформирует систему отсчё-
та. Поэтому такие эффекты в пространстве Минковского являются
чисто относительными (координатными).

В релятивистской электродинамике вводятся инварианты элек-
тромагнитного поля (или просто — инварианты поля)

J1 = FµνF µν = 2F0i F0i + Fik F ik, (3.25)

J2 = FµνF∗µν = 2F0i F∗0i + Fik F∗ik. (3.26)

Первый из них является скаляром, второй — псевдоскаляром.
Выражая их через компоненты тензора Максвелла

J1 = Hik H ik − 2Ei E i, J2 = ε
imn (Em Hin − Ei Hnm) , (3.27)

и используя выражения для компонент дуального псевдотензора
F∗µν, которые мы получили во 2-й главе, можно записать инвариан-
ты поля в виде

J1 = −2
(
Ei E i − H∗i H∗i

)
, J2 = −4Ei H∗i. (3.28)

В силу того, что J1 и J2 являются инвариантами, можно утвер-
ждать следующее. Напряжённости электрического и магнитного
полей равны в случаях:
1) если E2 =H∗2 в какой-либо системе отсчёта, то это равенство

будет сохраняться и в любой другой системе отсчёта;
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2) если в какой-либо системе отсчёта векторы напряжённостей
электрического и магнитного полей ортогональны Ei H∗i = 0,
то эта ортогональность также сохраняется в любой другой
системе отсчёта.

Электромагнитное поле, удовлетворяющее условиям E2 =H∗2 и
EiH∗i = 0, т.е. когда оба инварианта поля (3.28) равны нулю, в элек-
тродинамике называют изотропным. Причём здесь под изотроп-
ностью подразумевается не местоположение поля в светоподобной
области пространства-времени (как принято обозначать в теории
пространства-времени), а свойство поля излучаться одинаково во
всех направлениях трёхмерного пространства.

Инварианты электромагнитного поля можно также выразить че-
рез х.и.-производные от наблюдаемых скалярного потенциала φ и
вектор-потенциала qi (3.8), а также через х.и.-характеристики про-
странства отсчёта

J1 = 2
[
himhkn

(
∗∂qi

∂xk −
∗∂qk

∂xi

)
∗∂qm

∂xn − hik
∗∂φ

∂xi

∗∂φ

∂xk −

−
2
c

hik
∗∂φ

∂xi

∗∂qk

∂t
−

1
c2 hik

∗∂qi

∂t

∗∂qk

∂t
+

8φ
c2 Ω∗iΩ

∗i −

−
2φ
c
εimnΩ∗m

∗∂qi

∂xn +
2φ
c2

∗∂φ

∂xi F i +
2φ
c3

∗∂qi

∂t
F i −

φ

c4 Fi F i
]
,

(3.29)

J2 =
1
2

[
εimn

(
∗∂qm

∂xn −
∗∂qn

∂xm

)
−

4φ
c
Ω∗i

]
×

×

(
∗∂φ

∂xi +
1
c

∗∂qi

∂t
−
φ

c2 Fi

)
.

(3.30)

Физические условия для изотропного электромагнитного поля
получаются путём приравнивания предыдущих выражений (3.29,
3.30) к нулю. В этом случае мы видим, что совместное выполне-
ние условия равенства трёхмерных длин векторов напряжённостей
электрического и магнитного полей E2 =H∗2 и условие их взаимной
ортогональности Ei H∗i = 0 в псевдоримановом пространстве опре-
деляются не только свойствами самого поля (скалярным потенциа-
лом φ и вектором-потенциалом qi), но также и ускорением F i, вра-
щением Aik и деформацией Dik самого пространства тела отсчёта.
В частности, векторы Ei и H∗i взаимно ортогональны, когда про-
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странство голономноΩ∗i = 0, а трёхмерное поле вектор-потенциала
qi является безвихревым εimn

( ∗∂qm
∂xm −

∗∂qn
∂xn

)
= 0.

3.3 Хронометрически инвариантные уравнения Максвелла.
Закон сохранения электрического заряда. УсловиеЛорен-
ца

В классической электродинамике зависимости между напря-
жённостями электрического поля E⃗ [грамм1/2 см−1/2 сек−1] и маг-
нитного поля H⃗ [грамм1/2 см−1/2 сек−1] устанавливаются уравнени-
ямиМаксвелла, которые представляют собой результат обобщения
опытных фактов. В середине XIX-го века Дж.К.Максвелл показал:
когда электромагнитное поле возбуждается в вакууме заданными
зарядамии токами, собственно поле определяется системой из двух
групп уравнений [20]

rot H⃗ −
1
c
∂E⃗
∂t
=

4π
c
ȷ⃗

divE⃗ = 4πρ

 I , (3.31a)

rot E⃗ +
1
c
∂H⃗
∂t
= 0

divH⃗ = 0

 II , (3.31b)

где ρ [грамм1/2 см−3/2 сек−1] плотность распределения электриче-
ского заряда (количество заряда e [грамм1/2 см3/2 сек−1], содержа-
щегося в 1 см3) и ȷ⃗ [грамм1/2 см−1/2 сек−2] вектор плотности тока.
Уравнения, содержащие источники ρ и ȷ⃗, порождающие электро-
магнитное поле, называют первой группой уравнений Максвелла, а
уравнения, не содержащие источников тока поля — второй груп-
пой уравнений Максвелла.

Первое уравнение 1-й группы представляет собой закон Био-
Савара, второе—теорему Гаусса, записанные в дифференциальной
форме. Первое и второе уравнения 2-й группы, соответственно, яв-
ляются дифференциальной формой закона электромагнитной ин-
дукции Фарадея и условием отсутствия магнитных зарядов. Всего
получается 8 уравнений (2 векторных и 2 скалярных), тогда как
неизвестных 10: 3 компоненты E⃗, 3 компоненты H⃗, 3 компоненты
ȷ⃗, и одна компонента ρ.
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Связь источников поля ρ и ȷ⃗ устанавливается уравнением за-
кона сохранения электрического заряда, который в дифференци-
альной форме имеет вид

∂ρ

∂t
+ div ȷ⃗ = 0 , (3.32)

и является математическим выражением экспериментального фак-
та, что электрический заряд не может быть уничтожен, а при кон-
такте заряженных тел лишь перераспределяется между ними.

Теперь у нас есть система из 9 уравнений относительно 10 неиз-
вестных, т.е. пока система уравнений, определяющих поле и его ис-
точники, остаётся не полностью определённой. Десятым уравнени-
ем, благодаря которому система уравнений поля и его источников
становится определённой (число уравнений равно числу неизвест-
ных), является условие Лоренца, накладываемое на потенциалы
электромагнитного поля и имеющее вид

1
c
∂φ

∂t
+ divA⃗ = 0 . (3.33)

Условие Лоренца следует из того, что скалярный потенциал
φ и вектор-потенциал A⃗ электромагнитного поля, связанные с на-
пряжённостями E⃗ и H⃗ соотношениями (3.3), определяются из них
неоднозначно: E⃗ и H⃗ в (3.3) не изменяются при замене

A⃗ = A⃗′ +
−→
∇Ψ , φ = φ′ −

1
c
∂Ψ

∂t
, (3.34)

где Ψ произвольный скаляр. Очевидно, что неоднозначность опре-
деления φ и A⃗ допускает, помимо условия Лоренца, и другие со-
отношения этих величин. Тем не менее, именно условие Лоренца
позволяет преобразовать уравнения Максвелла в волновые урав-
нения. Получается это следующим образом. Уравнение divH⃗ = 0
(3.31) выполняется полностью, если положить H⃗ = rot A⃗. При этом
первое уравнение 2-й группы принимает вид

rot
E⃗ +

1
c
∂A⃗
∂t

 = 0 , (3.35)

решением которого является

E⃗ = −
−→
∇φ −

1
c
∂A⃗
∂t

. (3.36)
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Подставляя величины H⃗ = rot A⃗ и E⃗ (3.36) в 1-ю группу уравне-
ний Максвелла, получаем

∆ A⃗ −
1
c2

∂2A⃗
∂t2 −

−→
∇

(
divA⃗ +

1
c
∂φ

∂t

)
= −

4π
c
ȷ⃗ , (3.37)

∆φ +
1
c
∂

∂t

(
divA⃗

)
= −4πρ , (3.38)

где ∆= ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2 обычный оператор Лапласа.
Накладывая на потенциалы φ и A⃗ условие Лоренца (3.33), при-

водим уравнения 1-й группы к виду

□φ = −4πρ , (3.39)

□ A⃗ = −
4π
c
ȷ⃗ , (3.40)

где □= 1
c2

∂2

∂t2 −∆ обычный оператор Даламбера.
Результат воздействия оператора Даламбера на поле представ-

ляет собой уравнения распространения волн этого поля (см. §2.6).
Поэтому полученный результат означает, что при выполнении усло-
вия Лоренца группа уравнений Максвелла (3.31) представляет со-
бой систему уравнений распространения волн скалярного и вектор-
ного потенциалов электромагнитного поля с источниками (заряда-
ми и токами). Эти уравнения в псевдоримановом пространстве мы
выведем в следующем параграфе, а пока рассмотрим общековари-
антные уравнения Максвелла в псевдоримановом пространстве и
выведем их в х.и.-виде, т.е. выраженными через физически наблю-
даемые величины.

В псевдоримановом пространстве условие Лоренца имеет сле-
дующий общековариантный вид

∇σ Aσ =
∂Aσ

∂xσ
+ ΓσσµAµ = 0 , (3.41)

т.е. представляет собой условие сохранения четырёхмерного по-
тенциала поля. Аналогичный вид имеет и закон сохранения элек-
трического заряда (уравнение неразрывности)

∇σ jσ = 0 , (3.42)
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где jα четырёхмерный вектор тока (иначе — ток смещения), на-
блюдаемыми компонентами которого являются плотность электри-
ческого заряда

ρ =
1
c

j0
√
g00

, (3.43)

и трёхмерный вектор плотности тока j i. Используя выражение для
дивергенции произвольного векторного поля в х.и.-виде, выведен-
ное нами во 2-й главе (2.107), мы сразу получаем условие Лоренца
(3.41), записанное в х.и.-виде

1
c

∗∂φ

∂t
+
φ

c
D + ∗∇i qi −

1
c2 Fi qi = 0 , (3.44)

и уравнение неразрывности (3.42) в х.и.-виде
∗∂ρ

∂t
+ ρD + ∗∇i j i −

1
c2 Fi j i = 0 . (3.45)

Здесь величина D= hikDik =Dn
n =

∗∂ ln
√

h
∂t обозначает след тензо-

ра скоростей деформации (1.40), т.е. скорость относительного рас-
ширения элемента объёма пространства, а ∗∇i обозначает символ
х.и.-производной (2.105).

Так как Fi (1.38) содержит производную от гравитационного
потенциала w= c2 (1−

√
g00), то член 1

c2 Fi qi в полученных выра-
жениях (3.44, 3.45) учитывает различие скорости хода времени на
противоположных стенках элементарного объёма. В выражение для
гравитационно-инерциальной силы Fi (1.38) входит также нестаци-
онарность скорости вращения пространства. Кроме того, гравита-
ционный потенциал и скорость вращения пространства входят и в
х.и.-операторы дифференцирования (1.33)

∗∂

∂t
=

1

1 − w
c2

∂

∂t
,

∗∂

∂xi =
∂

∂xi −
1
c2 vi

∗∂

∂t
. (3.46)

Таким образом, условия сохранения потоков векторных полей
Aα, (3.44, 3.45), непосредственно зависят от величины гравитаци-
онного потенциала и от скорости вращения пространства. Хроно-
метрически инвариантные величины

∗∂φ
∂t и

∗∂ρ
∂t представляют собой

наблюдаемые измерения во времени физических наблюдаемых ве-
личин φ и ρ. Хронометрически инвариантные величины φD и ρD
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являются наблюдаемыми изменениями во времени трёхмерных
объёмов, заполненных потенциалом φ и зарядами ρ.

При отсутствии гравитационно-инерциальной силы, вращения
и деформации пространства, полученные х.и.-выражения для усло-
вия Лоренца (3.44) и закона сохранения электрического заряда
(3.45) принимают следующий вид

1
c
∂φ

∂t
+
∂qi

∂xi −
∂ ln
√

h
∂xi qi = 0 , (3.47)

∂ρ

∂t
+
∂ j i

∂xi −
∂ ln
√

h
∂xi j i = 0 . (3.48)

В галилеевой системе отсчёта пространства Минковского наши
уравнения принимают совсем простой вид

1
c
∂φ

∂t
+
∂qi

∂xi = 0 ,
∂ρ

∂t
+
∂ j i

∂xi = 0 , (3.49)

или в обычной векторной записи

1
c
∂φ

∂t
+ divA⃗ = 0 ,

∂ρ

∂t
+ div ȷ⃗ = 0 , (3.50)

что полностью совпадает с условием Лоренца (3.33) и законом со-
хранения заряда (3.32) классической электродинамики.

Рассмотрим уравнения Максвелла. В псевдоримановом про-
странстве каждая их пара объединяется в одно уравнение, т.е.

∇σ F µσ =
4π
c

jµ, ∇σ F∗µσ = 0 , (3.51)

где F µσ контравариантная форма тензора электромагнитного поля
(тензора Максвелла) F∗µσ и дуальный ему псевдотензор Максвел-
ла.Используя х.и.-выражения для дивергенции антисимметричного
тензора 2-го ранга (2.121, 2.122) и для дуального ему псевдотензора
(2.135, 2.136), полученные нами во 2-й главе, запишем уравнения
Максвелла в х.и.-виде

∗∇i E i −
1
c

H ikAik = 4πρ

∗∇k H ik −
1
c2 Fk H ik −

1
c

(
∗∂E i

∂t
+ DE i

)
=

4π
c

j i

 I , (3.52)
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∗∇i H∗i −
1
c

E∗ikAik = 0

∗∇k E∗ik −
1
c2 Fk E∗ik −

1
c

(
∗∂H∗i

∂t
+ DH∗i

)
= 0

 II . (3.53)

Эти х.и.-уравнения Максвелла были получены независимо друг
от друга Х. дель Прадо и Н. В. Павловым [25] (Зельманов дал зада-
ние этим двум студентам и объяснил, как его решить).

Теперь преобразуем х.и.-уравнения Максвелла таким образом,
чтобы в них в качестве неизвестных входили лишь величины E i и
H∗i. Выразив эти величины из определений (2.111, 2.124)

H∗i =
1
2
εimnHmn, (3.54)

E∗ik = εikm
(
φ

c2 Fm −
∗∂φ

∂xm −
1
c

∗∂qm

∂t

)
= − εikmEm , (3.55)

и умножив первое равенство на εipq, получаем

εipqH∗i =
1
2
εipqεimn Hmn =

1
2

(
δ

p
mδ

q
n − δ

q
mδ

p
n

)
Hmn = H pq. (3.56)

Подставляя этот результат в виде H ik = εmikH∗m в первое урав-
нение 1-й группы (3.52), преобразуем его к виду

∗∇i E i −
2
c
Ω∗m H∗m = 4πρ , (3.57)

где Ω∗i = 1
2 ε

imnAmn х.и.-псевдовектор угловой скорости вращения
пространства отсчёта.

Подставляя второе выражение E∗ik =−εikmEm (3.55) в первое
уравнение 2-й группы (3.53), получаем

∗∇i H∗i +
2
c
Ω∗m Em = 0 . (3.58)

Далее, после подстановки H ik = εmikH∗m во второе уравнение
1-й группы (3.52), находим

∗∇k
(
εmikH∗m

)
−

1
c2 Fk ε

mikH∗m −

−
1
c

 ∗∂E i

∂t
+
∗∂ ln
√

h
∂t

E i
 = 4π

c
j i.

(3.59)
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Умножив обе его части на
√

h и учитывая, что ∗∇k ε
mik = 0, мы

преобразуем это выражение (3.59) к виду

εikm ∗∇k
(
H∗m
√

h
)
−

1
c2 ε

ikmFk H∗m
√

h −

−
1
c

∗∂

∂t

(
E i
√

h
)
=

4π
c

j i
√

h
(3.60)

или иначе

εikm ∗∇̃k
(
H∗m
√

h
)
−

1
c

∗∂

∂t

(
E i
√

h
)
=

4π
c

j i
√

h , (3.61)

где ∗∇̃k =
∗∇k −

1
c2 Fk х.и.-физическая дивергенция (2.106), учитыва-

ющая различие темпа течения времени на противоположных стен-
ках элементарного объёма, а j i

√
h объёмная плотность тока. Полу-

ченное уравнение (3.60) представляет собой х.и.-закон Био-Савара
в псевдоримановом пространстве. Подставляя во второе уравнение
2-й группы (3.53) величину E∗ik =−εikmEm (3.55) и проведя анало-
гичные преобразования, получаем его в виде

εikm ∗∇̃k
(
Em
√

h
)
+

1
c

∗∂

∂t

(
H∗i
√

h
)
= 0 , (3.62)

представляющим собой х.и.-запись закона электромагнитной ин-
дукции Фарадея в псевдоримановом пространстве. Итого, система
из 10 х.и.-уравнений относительно 10 неизвестных, определяющих
электромагнитное поле и его источники в псевдоримановом про-
странстве, принимает вид

∗∇i E i −
2
c
Ω∗m H∗m = 4πρ

εikm ∗∇̃k
(
H∗m
√

h
)
−

1
c

∗∂

∂t

(
E i
√

h
)
=

4π
c

j i
√

h

 I , (3.63)

∗∇i H∗i +
2
c
Ω∗m Em = 0

εikm ∗∇̃k
(
Em
√

h
)
+

1
c

∗∂

∂t

(
H∗i
√

h
)
= 0

 II , (3.64)

1
c

∗∂φ

∂t
+
φ

c
D + ∗∇̃i qi = 0 условие Лоренца, (3.65)

∗∂ρ

∂t
+ ρD + ∗∇̃i j i = 0 уравнение непрерывности. (3.66)
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В пространствеМинковского, в галилеевой системе отсчёта, мы
имеем

√
h= 1, пространство не деформируется Dik = 0, не вращает-

ся Ω∗m = 0, и там нет гравитационного поля Fi = 0. В этом случае из
х.и.-уравнений Максвелла в псевдоримановом пространстве (3.63,
3.64) мы получаем уравнения Максвелла классической электроди-
намики в тензорном виде

∂E i

∂xi = 4πρ

eikm
(
∂H∗m
∂xk −

∂H∗k
∂xm

)
−

1
c
∂E i

∂t
=

4π
c

j i

 I , (3.67)

∂H∗i

∂xi = 0

eikm
(
∂Em

∂xk −
∂Ek

∂xm

)
−

1
c
∂H∗i

∂t
= 0

 II . (3.68)

Причём, если записать эти уравнения в векторном виде, они
станут аналогичными классическим уравнениямМаксвелла в трёх-
мерном евклидовом пространстве (3.31).

Кроме того, из полученных х.и.-уравнений Максвелла в псев-
доримановом пространстве (3.64) видно, что при отсутствии вра-
щения пространства х.и.-математическая дивергенция магнитного
поля равна нулю ∗∇i H∗i = 0. Иначе говоря, магнитное поле в голо-
номном пространстве сохраняется. Однако дивергенция электри-
ческого поля в этом случае не равна нулю ∗∇i E i = 4πρ (3.63), т.е.
электрическое поле неразрывно связано с плотностью электриче-
ских зарядов ρ. Отсюда можно сделать вывод, что “магнитный за-
ряд”, если он действительно существует, непосредственно связан
с полем вращения самого пространства.

3.4 Четырёхмерные уравнения Даламбера для электромаг-
нитного потенциала и их наблюдаемые компоненты

Как мы упоминали, оператор Даламбера, применённый к полю,
даёт уравнения распространения волн этого поля. Таким образом,
уравнения Даламбера для скалярного электромагнитного потенци-
ала φ суть уравнения распространения волн скалярного поля φ, а
для трёхмерного вектор-потенциала A⃗ это уравнения распростра-
нения волн трёхмерного векторного поля A⃗.
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Вывод общековариантной формы этих уравнений для четы-
рёхмерного потенциала электромагнитного поля приведён в кни-
ге К.П. Станюковича [26]. Используя 1-ю группу общековариант-
ных уравнений Максвелла ∇σ F µσ = 4π

c jµ (3.51) и условие Лоренца
∇σ Aσ = 0 (3.41), он получил общековариантное уравнение относи-
тельно четырёхмерного электромагнитного потенциала Aα

□Aα − Rα
β Aβ = −

4π
c

jα, (3.69)

где Rα
β = g

αµRσ
·µβσ тензор Риччи и Rα

·µβσ четырёхмерный тензор кри-
визны Римана-Кристоффеля.

Член Rα
β Aβ в левой части отсутствует, если тензор Риччи равен

нулю, т.е. метрика пространства удовлетворяет уравнениям Эйн-
штейна вне масс (в вакууме). Этим членомможно также пренебречь
в том случае, когда кривизна пространства очень мала. Однако, да-
же в плоском пространстве Минковского эту задачу можно рас-
смотреть при наличии ускорения и вращения. Даже такое прибли-
жение может проявить, например, влияние ускорения и вращения
тела отсчёта на наблюдаемую скорость распространения электро-
магнитных волн.

Все эти соображения мы приводим здесь потому, что задача
вывода х.и.-проекций уравнений Даламбера в полном виде явля-
ется очень трудоёмкой. Уравнения будут чрезвычайно громоздки-
ми, чтобы можно было получить какие-либо однозначные выводы.
Поэтому здесь мы ограничимся выводом х.и.-уравнений Даламбе-
ра для электромагнитного поля в неинерциальной системе отсчёта
пространства Минковского. Впрочем, это не касается всех осталь-
ных параграфов этой главы.

Вычисляя х.и.-проекции четырёхмерных уравнений Даламбера

□Aα = −
4π
c

jα (3.70)

с помощью общих формул (2.168, 2.169) и учитывая, что наблюда-
емая плотность заряда ρ= g0α jα

c
√
g00

, получаем

∗□φ −
1
c3

∗∂

∂t
(
Fk qk) − 1

c3 Fi

∗∂qi

∂t
+

1
c2 F i

∗∂φ

∂xi + hik∆m
ik

∗∂φ

∂xm −

− hik 1
c

∗∂

∂xi

(
Akn qn) + 1

c
hik∆m

ik Amn qn = 4πρ ,

(3.71)
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∗□Ai +
1
c2

∗∂

∂t

(
A·ik·q

k
)
+

1
c2 A·ik·

∗∂qk

∂t
−

1
c3

∗∂
(
φF i)
∂t

−

−
1
c3 F i

∗∂φ

∂t
+

1
c2 F k

∗∂qi

∂xk −
1
c

Ami
∗∂φ

∂xm +
1
c2 ∆

i
km qmF k−

− hkm
{
∗∂

∂xk

(
∆i

mn qn
)
+

1
c

∗∂

∂xk

(
φA·im·

)
+

+
(
∆i

kn∆
n
mp − ∆

n
km∆

i
np

)
q p +

φ

c

(
∆i

kn A·nm· − ∆
n
km A·in·

)
+

+ ∆i
kn

∗∂qn

∂xm − ∆
n
km

∗∂qi

∂xn

}
=

4π
c

j i.

(3.72)

Отсюда видно, что физические характеристики пространства
отсчёта F i, Aik, Dik и криволинейность трёхмерных траекторий (ве-
личины ∆i

km) являются дополнительными “источниками”, которые,
наряду с чисто электромагнитными источниками φ и j i, формируют
волны, бегущие по электромагнитному полю.

Теперь проанализируем полученные уравнения (3.71, 3.72). В
галилеевой системе отсчёта в пространстве Минковского метрика
имеет вид (3.5) и, поэтому, х.и.-оператор Даламбера ∗□ (2.163)
принимает вид обычного оператора Даламбера ∗□= 1

c2
∂2

∂t2 −∆=□.
Тогда полученная система уравнений (3.71, 3.72) принимает вид

□φ = 4πρ , □qi = −
4π
c

j i, (3.73)

что полностью соответствует уравнениям классической электроди-
намики (3.39, 3.40).

Теперь вновь вернёмся к полученным х.и.-уравнениямДаламбе-
ра (3.71, 3.72). Чтобы облегчить их анализ, обозначим совокупность
членов в левых частях после х.и.-оператора Даламбера величиной
T в скалярном уравнении (3.71) и величиной Bi в векторном уравне-
нии (3.72). Затем, перенеся эти величины в правые части уравнений
и раскрыв выражения для оператора ∗□ (2.163), получаем

1
c2

∗∂2φ

∂t2 − hik ∗∇i
∗∇k φ = T + 4πρ , (3.74)

1
c2

∗∂2qi

∂t2 − hmk ∗∇m
∗∇k qi = Bi +

4π
c

j i, (3.75)
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где hik ∗∇i
∗∇k =

∗∆ х.и.-оператор Лапласа. Получились две группы
х.и.-уравнений распространения волн поля с источником: для ска-
лярного потенциала (3.74) и вектор -потенциала (3.75) электромаг-
нитного поля, соответственно. Из структуры их частей видно: когда
потенциалы φ и являются стационарными (т.е. не зависят от време-
ни), то волновые уравнения Даламбера превращаются в уравнения
Лапласа, описывающие статические состояния поля

∗∆φ = T + 4πρ , (3.76)

∗∆qi = Bi +
4π
c

j i. (3.77)

Поле является однородным в каком-либо направлении, если его
производная в этом направлении равна нулю. В римановом про-
странстве поле однородно, если его абсолютная (общековариант-
ная) производная равна нулю. При проецировании на пространство
и на время в сопутствующей системе отсчёта неоднородность тен-
зорного поля характеризует отличие от х.и.-производной ∗∇i. Ина-
че говоря, если для какой-то х.и.-величины A выполняется условие
∗∇i A= 0, то это поле наблюдается как однородное.

Итак, х.и.-оператор д’Аламбера ∗□ есть разность между чле-
ном, характеризующим наблюдаемую нестационарность поля, и
членом, характеризующим наблюдаемую неоднородность поля. Ес-
ли электромагнитное поле стационарно и однородно, то левые части
уравнений Даламбера (3.74, 3.75) равны нулю: поле не порождает
электромагнитных волн (т.е. поле не является волновым).

В неоднородном стационарном электромагнитном поле ∗∇i , 0 и
1
c
∗∂
∂t = 0. В этом случае полученные нами х.и.-уравнения Даламбера

(3.74, 3.75) “теряют” временизависимые члены и, таким образом,
описывают стоячую электромагнитную волну

− hik ∗∇i
∗∇k φ = T + 4πρ , (3.78)

− hmk ∗∇m
∗∇k qi = Bi +

4π
c

j i. (3.79)

Если электромагнитное поле однородно, но нестационарно, то-
гда, соответственно, ∗∇i = 0 и 1

c
∗∂
∂t , 0. В этом случае х.и.-уравнения

Даламбера описывают изменение данного электромагнитного поля
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во времени в зависимости от состояния источников данного поля
(распределённых зарядов и токов)

1
c2

∗∂2φ

∂t2 = T + 4πρ , (3.80)

1
c2

∗∂2qi

∂t2 = Bi +
4π
c

j i. (3.81)

В инерциальной системе отсчёта, когда символы Кристоффеля
равны нулю и, соответственно, ∗∇iφ=

∗∂φ

∂x i , х.и.-скалярное уравнение
Даламбера (3.74) принимает вид

1
c2

∗∂2φ

∂t2 − hik
∗∂2φ

∂xi∂xk = T + 4πρ . (3.82)

В этом случае левая часть принимает наиболее простой вид,
что позволяет более детально исследовать уравнение Даламбера
для скалярного поля. Причём, как известно из теории колебаний в
математической физике, в обычных (не хронометрически инвари-
антных) уравнениях Даламбера

□φ =
1
a2

∂2φ

∂t2 + g
ik ∂2φ

∂xi∂xk (3.83)

член a представляет собой абсолютную величину трёхмерной ско-
рости волн, распространяющихся по полю скалярного электромаг-
нитного потенциала φ.

Раскрывая х.и.-производные по пространственным координа-
там (3.46), преобразуем скалярное уравнение Даламбера к виду

1
c2

(
1 −

v2

c2

)
∗∂2φ

∂t2 − hik ∂2φ

∂xi∂xk +
2vk

c2 − w
∂2φ

∂xk∂t
+

+
1

c2 − w
hik ∂vk

∂xi

∂φ

∂t
+

1
c2 v

kFk
∂φ

∂t
= T + 4πρ ,

(3.84)

где v2 = hik v
ivk, а вторая х.и.-производная по времени выражается

через обычные производные как
∗∂2φ

∂t2 =
1(

1 − w
c2

)2

∂2φ

∂t2 +
1

c2
(
1 − w

c2

)3

∂w
∂t

∂φ

∂t
. (3.85)
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Отсюда видно: чем больше квадрат скорости вращения прост-
ранства v2, тем меньшее влияние на распространение волн оказы-
вает наблюдаемая х.и.-нестационарность поля

∗∂φ
∂t . В пределе, когда

v→ c, оператор Даламбера преобразуется в оператор Лапласа, т.е.
волновое уравнение Даламбера трансформируется в стационарное
уравнение Лапласа. При малых скоростях вращения пространства
v≪ c наблюдаемые волны поля скалярного потенциала распростра-
няются со скоростью света. В общем случае абсолютная величина
наблюдаемой скорости распространения волн скалярного электро-
магнитного потенциала v(φ) получается равной

v(φ) =
c√

1 − v2

c2

. (3.86)

Исследуя выражение для х.и.-величины (3.85), представляющей
собой наблюдаемое ускорения “наращивания” во времени скаляр-
ного потенциала φ, мы видим, что оно отличается от координатного
ускорения тем сильнее, чем больше гравитационный потенциал и
скорость его изменения во времени

∂2φ

∂t2 =

(
1 −

w
c2

)2 ∗∂2φ

∂t2 +
1

c2 − w
∂w
∂t

∂φ

∂t
. (3.87)

В предельном случае, когда w→ c2 (состояние пространства и
материи, приближающееся к гравитационному коллапсу), наблю-
даемое ускорение “нарастания” скалярного потенциала электро-
магнитного поля становится исчезающе малым, а координатная
скорость “нарастания” скалярного потенциала ∂φ

∂t , наоборот, стано-
вится бесконечно большой. Однако в обычных условиях гравитаци-
онный потенциал w вносит лишь небольшие поправки в ускорение
и скорость наращивания потенциала φ.

Всё вышесказанное о физически наблюдаемой скалярной вели-
чине

∗∂2φ

∂t2 верно и для векторной наблюдаемой величины
∗∂2qi

∂t2 , по-
скольку х.и.-оператор Даламбера ∗□= 1

c2

∗∂2

∂t2 − hik ∗∂2

∂x i∂xk отличается
от скалярной и векторной функций лишь во втором члене — опе-
раторе Лапласа, в котором х.и.-производные от скаляра и вектора
различаются между собой

∗∇iφ =
∗∂φ

∂xi ,
∗∇i qk =

∗∂qk

∂xi + ∆
k
im qm. (3.88)
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Если скорость вращения пространства и гравитационныйпотен-
циал являются пренебрежимо малыми, то х.и.-оператор Даламбера
для скалярного потенциала принимает упрощённый вид, с просты-
ми производными вместо х.и.-производных

∗□φ =
1
c2

∂2φ

∂t2 − hik ∂2φ

∂xi∂xk , (3.89)

и электромагнитные волны поля скалярного потенциала φ распро-
страняются со скоростью света.

3.5 Хронометрически инвариантная сила Лоренца. Тензор
энергии-импульса электромагнитного поля

В этом параграфе мы выведем выражения для физических на-
блюдаемых компонент четырёхмерной силы, действующей со сто-
роны электромагнитного поля на электрический заряд в псевдори-
мановом пространстве. Эта задача будет решена для двух случаев:
1) для точечного заряда; 2) для заряда, распределённого в про-
странстве. Кроме того, в этом же параграфе мы вычислим физиче-
ски наблюдаемые компоненты тензора энергии-импульса электро-
магнитного поля.

В трёхмерном евклидовом пространстве классической электро-
динамики движение заряженной пробной частицы характеризуется
векторным уравнением

dp⃗
dt
= eE⃗ +

e
c
[
u⃗; H⃗

]
, (3.90)

где p⃗=mu⃗ трёхмерный вектор импульса частицы, и m её реляти-
вистская масса. Выражение, стоящее в правой части этого урав-
нения, называется силой Лоренца. Уравнение, характеризующее
изменение кинетической (релятивистской) энергии заряженной ча-
стицы

E = mc2 =
m0c2√
1 − u2

c2

(3.91)

как следствие работы, произведённой электрическим полем по её
перемещению, имеет вид

dE
dt
= eE⃗ u⃗ , (3.92)
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и иначе называется теоремой живых сил.
В четырёхмерной форме, благодаря объединению энергии и им-

пульса, в галилеевой системе отсчёта пространства Минковского
оба уравнения (3.90, 3.92) записываются следующим образом

m0c
dUα

ds
=

e
c

Fα·
·σUσ, Uα =

dxα

ds
(3.93)

и называются уравнениямиМинковского (здесь Fα·
·σ тензор электро-

магнитного поля).
Так как в этом случае метрика имеет простой диагональный вид

(3.5), то

ds = cdt

√
1 −

u2

c2 , u2 =

(
dx
dt

)2

+

(
dy
dt

)2

+

(
dz
dt

)2

, (3.94)

и компоненты четырёхмерной скорости частицы Uα равны

U 0 =
1√

1 − u2

c2

, U i =
ui

c
√

1 − u2

c2

, (3.95)

где ui = dx i

dt трёхмерная координатная скорость частицы. Так как
компоненты e

c Fα·
·σUσ в галилеевой системе отсчёта равны

e
c

F0·
·σUσ = −

e
c2

Ei ui√
1 − u2

c2

, (3.96)

e
c

F i·
·σUσ = −

1

c
√

1 − u2

c2

(
eE i +

e
c

eikm uk H∗m
)
, (3.97)

то временная (скалярная) и пространственные (векторные) компо-
ненты уравнений Минковского (3.93), также в галилеевой системе
отсчёта, принимают следующий вид

dE
dt
= −eEi ui, (3.98)

dpi

dt
= −

(
eE i +

e
c

eikm uk H∗m
)
, pi = mui. (3.99)

Полученные релятивистские уравнения с точностью до знака в
правой части совпадают с теоремой живых сил и уравнениями дви-
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жения заряженной частицы классической электродинамики (3.90,
3.91). Причём различие знаков в правых частях обусловлено лишь
выбором сигнатурных условий: мы используем сигнатуру прост-
ранства-времени (+−−−), но, если выбрать сигнатуру (−+++), то в
правых частях полученных уравнений знак сменится на противо-
положный.

Перейдём теперь к х.и.-представлению в псевдоримановом про-
странстве четырёхмерного вектора импульса Φα = e

c Fα·
·σUσ, приоб-

ретаемого частицей за счёт взаимодействия её заряда e с электро-
магнитным полем.

Согласно теории хронометрических инвариантов, его наблюда-
емыми проекциями являются величины

T =
e
c

F0σUσ

√
g00

, (3.100)

Bi =
e
c

F i·
·σUσ =

e
c

(
F i·
·0 U 0 + F i·

·k U k
)
, (3.101)

так как в псевдоримановом пространстве компоненты четырёхмер-
ного вектора скорости частицы

U 0 =

1
c2 vi vi ± 1√

1 − v2

c2

(
1 − w

c2

) , U i =
vi

c
√

1 − v2

c2

, (3.102)

где vi её трёхмерная наблюдаемая скорость, то, учитывая получен-
ные нами во 2-й главе выражения для компонент ротора (2.143–
2.150), получаем

T = −
e

c2
√

1 − v2

c2

(
∗∂φ

∂xi +
1
c

∗∂qi

∂t
−
φ

c2 Fi

)
vi, (3.103)

B i = −
e

c2
√

1 − v2

c2

{
±

(
∗∂φ

∂xk +
1
c

∗∂qk

∂t
−
φ

c2 Fk

)
hik +

+

[
himhkn

(
∗∂qm

∂xn −
∗∂qn

∂xm

)
−

2φ
c

Aik
]

vk

}
.

(3.104)

Скаляр T , с точностью до множителя − 1
c2 , представляет собой

работу поля по перемещению заряда e в псевдоримановом про-
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странстве. Вектор Bi с точностью до множителя 1
c в нерелятивист-

ском случае представляет собой обычную силу, действующую на
заряженную частицу со стороны электромагнитного поля в псевдо-
римановом пространстве

Φi = c Bi = −e
(
E i +

1
c
εikmH∗mvk

)
(3.105)

и является наблюдаемой силой Лоренца.
Знакопеременность в наших уравнениях получается из-за того,

что в псевдоримановом пространстве квадратное уравнение отно-
сительно dt

dτ имеет два корня (1.63). Соответственно, знак “плюс” в
силе Лоренца имеет место при движении частиц в будущее (отно-
сительно наблюдателя), а знак “минус” — при движении частицы
в прошлое. В галилеевой системе отсчёта пространства Минков-
ского нет различия между физическим наблюдаемым временем τ и
координатным временем t, поэтому в уравнении для силы Лоренца
(3.99), получаемой из уравнений Минковского, знакопеременность
отсутствует.

Если движущийся заряд не является точечным, а непрерывно
распределён в пространстве (например, представляет собой про-
тяжённое электрически заряженное тело), то четырёхмерная сила
ЛоренцаΦα = e

c Fα·
·σUσ в уравнениях Минковского (3.93) заменяет-

ся на четырёхмерный вектор плотности силы Лоренца

f α =
1
c

Fα·
·σ jσ, (3.106)

где четырёхмерный вектор плотности тока jσ =
{
cρ; j i } определя-

ется из уравнений Максвелла (3.51)

jσ =
c

4π
∇µ Fσµ. (3.107)

Вычисляя физически наблюдаемые компоненты вектора плот-
ности силы Лоренца f α, мы получаем

f0
√
g00
= −

1
c

Ei j i, (3.108)

f i = −

(
ρE i +

1
c

H i·
·k jk

)
= −

(
ρE i +

1
c
εikmH∗m jk

)
, (3.109)
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которые в галилеевой системе отсчёта в пространствеМинковского
принимают следующий вид

f0
√
g00
=

q
c
=

1
c

E⃗ ȷ⃗ , (3.110)

f⃗ = ρ E⃗ +
1
c
[
ȷ⃗; H⃗

]
, (3.111)

где q обозначает плотность мощности тепла, выделяемого в данном
проводнике с током.

Теперь преобразуем плотность силы Лоренца с помощью урав-
нений Максвелла. Подставляя jσ (3.107) из 1-й группы общекова-
риантных уравнений Максвелла, получаем

fν =
1
c

Fνσ jσ =
1

4π
Fνσ∇µ Fσµ =

=
1

4π

[
∇µ

(
FνσFσµ) − Fσµ∇µ Fνσ

]
.

(3.112)

Переставляя индексы µ и σ, (иначе называемые немыми или
свободными индексами), по которым производится суммирование,
и учитывая антисимметричность тензора Максвелла Fαβ, приводим
второе слагаемое к виду

Fσµ ∇µ Fνσ =
1
2

Fσµ
(
∇µ Fνσ + ∇σ Fµν

)
=

= −
1
2

Fσµ ∇ν Fµσ =
1
2

Fσµ ∇ν Fσµ .
(3.113)

В результате получаем для fν (3.112) выражение

fν =
1

4π
∇µ

(
−F µσFνσ +

1
4
δ
µ
ν FαβFαβ

)
, (3.114)

или, в контравариантной форме,

f ν =
1

4π
∇µ

(
−F µσFν·

·σ +
1
4
gµνFαβFαβ

)
. (3.115)

Обозначая величину

1
4π

(
− F µσFν·

·σ +
1
4
gµνFαβFαβ

)
= T µν, (3.116)
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получаем
f ν = ∇µ T µν, (3.117)

т.е. четырёхмерный вектор плотности силы Лоренца f ν равен абсо-
лютной дивергенции величины T µν, называемойтензором энергии-
импульса электромагнитного поля. Из его структуры видно, что
он является симметричным T µν = T νµ, а его след равен нулю (так
как след фундаментального метрического тензора gµνgµν= δνν = 4)

T ν
ν = gµνT µν =

1
4π

(
− F µσFµσ +

1
4
gµν g

µνFαβFαβ

)
=

=
1

4π

(
− F µσFµσ + FαβFαβ

)
= 0 .

(3.118)

Физически наблюдаемыми х.и.-проекциями тензора энергии-
импульса являются величины

q =
T00

g00
, J i =

c T i
0

√
g00

, U ik = c2T ik, (3.119)

где q наблюдаемая плотность поля, J i вектор наблюдаемой плот-
ности импульса, и U ik тензор наблюдаемых напряжений поля.
Вычисляя эти величины для тензора энергии-импульса электро-
магнитного поля (3.116), получаем

q =
E2 + H∗2

8π
, (3.120)

J i =
c

4π
εikmEk H∗m , (3.121)

U ik = qc2hik −
c2

4π

(
E iEk + H∗iH∗k

)
, (3.122)

где E2 = hik E iEk и H∗2 = hik H∗iH∗k. Сравнивая выражения для q
(3.120) с плотностью энергии электромагнитного поля из класси-
ческой электродинамики

W =
E2 + H2

8π
, (3.123)

где E2 = (E⃗; E⃗) и H2 = (H⃗; H⃗), мы видим, что вычисленная нами х.и.-
величина q представляет собой наблюдаемую плотность энергии
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электромагнитного поля в псевдоримановом пространстве. Сопо-
ставив выражения для х.и.-вектора J i (3.121) с векторомПойнтинга
классической электродинамики

S⃗ =
c

4π
(
E⃗ ; H⃗

)
, (3.124)

мы видим, что J i представляет собой наблюдаемый вектор Пойн-
тинга в псевдоримановом пространстве. Соответствие третьей на-
блюдаемой компоненты U ik (3.122) с величинами классической
электродинамики устанавливается по аналогии с механикой сплош-
ных сред, в которой трёхмерный тензор аналогичной структуры
является тензором напряжений элемента объёма поля. Таким об-
разом, U ik есть х.и.-тензор напряжений электромагнитного поля в
псевдоримановом пространстве. Теперь мы можем получить тожде-
ства для х.и.-компонент вектора плотности силы Лоренца, правые
части которых уже выражены через плотность заряда и плотность
тока (3.108, 3.109), т.е. через источники электромагнитного поля,
а левые части с помощью уравнения f ν =∇µ T µν мы выразим че-
рез наблюдаемые компоненты тензора энергии-импульса электро-
магнитного поля (3.120–3.122). Используя готовые формулы для
наблюдаемых компонент абсолютной дивергенции симметричного
тензора 2-го ранга (2.138, 2.139), получаем

∗∂q
∂t
+ qD +

1
c2 Dij U ij + ∗∇̃i J i −

1
c2 Fi J i = −

1
c

Ei j i, (3.125)

∗∂J k

∂t
+ DJ k + 2

(
Dk

i + Ak·
·i

)
J i + ∗∇̃i U ik − qF k =

= −

(
ρEk +

1
c
εkimH∗i jm

)
.

(3.126)

Первое х.и.-тождество (3.125) показывает, что наблюдаемое из-
менение во времени плотности электромагнитного поля q опреде-
ляется следующими факторами:
1) скоростью изменения наблюдаемого эталонного объёма, за-

нимаемого электромагнитным полем (член qD);
2) изменением наблюдаемого напряжения поля под действием

поверхностных сил объёмной деформации на границах эле-
мента объёма (член Dij U ij);
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3) гравитационно-инерциальной силой, увеличивающей/умень-
шающей наблюдаемую плотность импульса поля (член Fi J i);

4) наблюдаемым “перепадом” (х.и.-физической дивергенцией)
плотности импульса поля (член ∗∇̃i J i);

5) величинами и взаимной ориентацией вектора плотности тока
j i и вектора электрической напряжённости E i.

Второе х.и.-тождество (3.126) показывает, что наблюдаемое из-
менение во времени вектора плотности импульса электромагнит-
ного поля J k определяется факторами:
1) скоростью изменения наблюдаемого эталонного объёма про-

странства (член DJk);
2) изменением деформационных и кориолисовых сил простран-

ства, учитываемых членом 2
(
Dk

i + Ak·
·i
)
J i;

3) влиянием гравитационно-инерциальной силы на наблюдае-
мую плотность поля (член qF k);

4) наблюдаемой “пространственной вариацией” напряжений по-
ля ∗∇̃i U ik;

5) наблюдаемой плотностью силы Лоренца — правая часть тож-
дества, определяемая величиной f k =−

(
ρEk + 1

c ε
kimH∗i jm

)
.

И, в заключение, рассмотрим частный случай, когда электро-
магнитное поле является изотропным. Формальное определение
изотропного поля через тензор Максвелла представляет собой со-
вокупность условий [20]

FµνF µν = 0 , FµνF∗µν = 0 , (3.127)

иозначает, что оба инварианта поля J1 = FµνF µν и J2 = FµνF∗µν (3.25,
3.26) равны нулю. В х.и.-записи, с учётом (3.28), эти условия при-
нимают вид

E2 = H∗2, Ei H∗i = 0 . (3.128)

Отсюда видно, что электромагнитное поле в псевдоримановом
пространстве наблюдается как изотропное, если в системе отсчёта
наблюдателя трёхмерные длины векторов напряжённостей элек-
трического и магнитного полей равны между собой, а вектор Пойн-
тинга J i (3.121) равен нулю

J i =
c

4π
εikmEk H∗m = 0 . (3.129)
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В терминах наблюдаемых компонент тензора энергии-импульса
(3.120, 3.121) полученные условия (3.128) также означают, что

J = cq , (3.130)

где J =
√

J2 и J2 = hik J iJ k. Другими словами, наблюдаемая плот-
ность импульса J любого изотропного электромагнитного поля за-
висит только от плотности этого поля q.

3.6 Вывод уравнений движения заряженной частицы мето-
дом параллельного переноса

В этом параграфе мы выведем х.и.-динамические уравнения
движения пробной заряженной массовой частицы в четырёхмер-
ном псевдоримановом пространстве. Естественно, подразумевает-
ся, что в пространстве присутствует также и электромагнитное по-
ле. В принципе, приведённым здесь методом можно вывести и урав-
нения движения заряженной частицы, не являющейся пробной*.

Итак, искомые уравнения суть х.и.-проекции на время и на про-
странство общековариантных уравнений параллельного переноса
в смысле Леви-Чивиты четырёхмерного суммарного вектора заря-
женной массовой частицы

Qα = Pα +
e
c2 Aα, (3.131)

где Pα =m0
dxα
ds четырёхмерный динамический вектор частицы, дви-

жущейся (в данном случае) по негеодезической траектории, и e
c2 Aα

*Частица называется пробной, если её заряд и масса настолько малы, что не
влияют на электромагнитное и гравитационное поле, в которых она движется.
Массовыми, т.е. обладающими ненулевой массой, называются частицы, движу-
щиеся вдоль неизотропных траекторий.

Существует и другой подход к движениючастиц в псевдоримановомпростран-
стве. Он основан на эластодинамике пространственно-временного континуума—
расширению общей теории относительности, которое ввёл десять лет назад Пьер
А.Миллет на основе анализа деформации пространства-времени в терминахмеха-
ники сплошных сред. В частности, он показал, что само массивное тело является
частью вращающейся ткани пространства-времени. См. его основополагающую
статью и последующую монографию на эту тему: Millette P. A. Elastodynamics
of the spacetime continuum. The Abraham Zelmanov Journal, 2012, vol. 5, 221–277.
Millette P. A. Elastodynamics of the Spacetime Continuum. The 2nd expanded edition,
American Research Press, Rehoboth (New Mexico), 2019, 415 pages.
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четырёхмерный импульс, приобретаемый частицей за счёт взаимо-
действия её заряда e с электромагнитным полем Aα и отклоняющий
её траекторию от геодезической линии. В такой постановке задачи
параллельный перенос суперпозиции негеодезического собствен-
ного вектора частицы и вектора, отклоняющего эту частицу от
геодезической траектории, является геодезическим

d
ds

(
Pα +

e
c2 Aα

)
+ Γαµν

(
Pµ +

e
c2 Aµ

) dxν

ds
= 0 . (3.132)

По определению, геодезическая линия — это линия неизмен-
ного направления, т.е. такая линия, вдоль которой всякий вектор,
касательный к ней в одной некоторой точке и переносимый парал-
лельно самому себе вдоль этой линии, остаётся касательным к ней
в любой другой точке вдоль всей этой линии.

Уравнения движения частицы можно получить и другим спосо-
бом, рассматривая движение вдоль линий наименьшей (экстремаль-
ной) длины с помощью принципа наименьшего действия. Таким
образом, линии экстремальной длины одновременно являются и
линиями неизменного направления. Однако, например, в простран-
ствах с неметрической геометрией понятие длины не определено,
следовательно, не определены и линии экстремальной длины, так
что вывести уравнения движения методом наименьшего действия
невозможно. Тем не менее, даже в неметрической геометрии можно
определить линии неизменного направления и параметр дифферен-
цирования вдоль них. Поэтому можно сказать, что в метрических
пространствах, к которым относится и риманово пространство, ли-
нии экстремальной длины представляют собой лишь частный слу-
чай линий неизменного направления.

Итак, общие формулы для х.и.-проекций уравнений параллель-
ного переноса, полученные нами во 2-й главе, имеют вид

dφ̃
ds
+

1
c

(
−Fi q̃i dτ

ds
+ Dik q̃i dxk

ds

)
= 0 , (3.133)

dq̃i

ds
+

(
φ̃

c
dxk

ds
+ q̃k dτ

ds

) (
Di

k + A·ik·
)
−

−
φ̃

c
F i dτ

ds
+ ∆i

mk q̃m dxk

ds
= 0 ,

(3.134)
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где φ̃ и q̃i наблюдаемые проекции суммарного вектора заряженной
частицы Qα (3.131) на время и на пространство

φ̃ = bαQα =
Q0
√
g00
=

1
√
g00

(
P0 +

e
c2 A0

)
, (3.135)

q̃i = hi
αQα = Qi = Pi +

e
c2 Ai. (3.136)

Наблюдаемые проекции динамического вектора вещественной
массовой частицы равны

P0
√
g00
= ±m , Pi =

1
c

mvi =
1
c

pi, (3.137)

где знак “плюс” имеет место при движении частицы (относительно
наблюдателя) в будущее, знак “минус” имеет место при движе-
нии частицы в прошлое, а pi =m dx i

dτ обозначает трёхмерный х.и.-
импульс частицы.

Вычисляя физически наблюдаемые х.и.-проекции четырёхмер-
ного импульса e

c2 Aα, мы получаем

e
c2

A0
√
g00
=

e
c2 φ ,

e
c2 Ai =

e
c2 qi, (3.138)

где φ скалярный потенциал и qi вектор-потенциал электромагнит-
ного поля— х.и.-компоненты четырёхмерного потенциала Aα (3.8).
Тогда х.и.-величины φ̃ и q̃i, являющиеся физически наблюдаемыми
проекциями суммарного вектора заряженной массовой частицы Qα

(3.135, 3.136), принимают вид

φ̃ = ±m +
e
c2 φ , (3.139)

q̃i =
1
c

(
pi +

e
c2 qi

)
. (3.140)

Теперь подставим эти значения φ̃ и q̃i в общие формулы для
уравнений движения (3.133, 3.134), чтобы получить х.и.-уравнения
движения заряженной частицы.

Перенося члены, характеризующие электромагнитное взаимо-
действие, в правые части, мы получаем х.и.-уравнения движения
для массовой заряженной частицы нашего мира, движущейся отно-
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сительно наблюдателя в будущее (прямой ход времени),

dm
dτ
−

m
c2 Fi vi +

m
c2 Dik vivk = −

e
c2

dφ
dτ
+

e
c3

(
Fi qi − Dik qivk

)
, (3.141)

d
(
mvi)
dτ

− mF i + 2m
(
Di

k + A·ik·
)

vk + m∆i
nk vnvk =

= −
e
c

dqi

dτ
−

e
c

(
φ

c
vk + qk

) (
Di

k + A·ik·
)
+

eφ
c2 F i −

e
c
∆i

nk qnvk,

(3.142)

и для частицы зазеркалья, движущей относительно наблюдателя в
прошлое (обратный ход времени),

−
dm
dτ
−

m
c2 Fi vi+

m
c2 Dik vivk = −

e
c2

dφ
dτ
+

e
c3

(
Fi qi − Dik qivk

)
, (3.143)

d
(
mvi)
dτ

+ mF i + m∆i
nk vnvk =

= −
e
c

dqi

dτ
−

e
c

(
φ

c
vk + qk

) (
Di

k + A·ik·
)
+

eφ
c2 F i −

e
c
∆i

nk qnvk.

(3.144)

Левые части полученных уравнений полностью совпадают с ле-
выми частями уравнений движения свободных массовых частиц.
Отличие лишь в том, что здесь стоят наблюдаемые характеристики
несвободной частицы, характеризующие её негеодезическое движе-
ние (поэтому правые части здесь не равны нулю). Правые части ха-
рактеризуют воздействие на частицу электромагнитного поля (чле-
ны, содержащие φ и qi), а также воздействие свойств пространства
(гравитационно-инерциальной силы F i, вращения Aik, деформации
Dik и кривизны ∆i

nk). Для незаряженной частицы (e= 0), правые ча-
сти обращаются в нуль, и эти уравнения полностью совпадают с
х.и.-уравнениями движения свободной массовой частицы в нашем
мире (1.59, 1.60) и в зазеркалье (1.64, 1.65).

Теперь рассмотрим правые части более подробно. Они симмет-
ричны для частиц, движущихся в будущее и в прошлое и, при смене
знака заряда на противоположный, также меняют свой знак. Обо-
значим T правые части временных проекций уравнений движения
(3.141, 3.143). Так как величину dφ

dτ можно представить в виде

dφ
dτ
=
∗∂φ

∂t
+ vi

∗∂φ

∂xi , (3.145)
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тогда, используя выражение для х.и.-напряжённости электрическо-
го поля в ковариантной форме Ei (3.14), мы можем записать вели-
чину T в следующем виде

T = −
e
c2 Ei vi −

e
c2

∗∂φ

∂t
+

+
e
c3

(
∗∂qi

∂t
− Dik qk

)
vi +

e
c3

(
qi −

φ

c
vi

)
Fi .

(3.146)

Подставляя это выражение во временные проекции уравнений
движения (3.141, 3.143) и умножая их на c2, мы получаем уравнения
для энергии (теорему живых сил) частиц, движущихся в будущее и
в прошлое, соответственно

dE
dτ
− mFi vi + mDik vivk = −eEi vi − e

∗∂φ

∂t
+

+
e
c

(
∗∂qi

∂t
− Dik qk

)
vi +

e
c

(
qi −

φ

c
vi

)
Fi ,

(3.147)

−
dE
dτ
− mFi vi + mDik vivk = −eEi vi − e

∗∂φ

∂t
+

+
e
c

(
∗∂qi

∂t
− Dik qk

)
vi +

e
c

(
qi −

φ

c
vi

)
Fi ,

(3.148)

где E =±mc2 релятивистская энергия частицы и eEi vi работа, за-
траченная электрической составляющей поля на перемещение за-
ряда за единицу времени.

Полученные временные наблюдаемые х.и.-проекции уравнений
движения заряженной частицы (3.147, 3.148) представляют собой
теорему живых сил в псевдоримановом пространстве, записан-
ную в х.и.-форме, т.е. выраженную через физически наблюдаемые
величины. Как нетрудно убедиться, в галилеевой системе отсчёта
в пространстве Минковского наше уравнение (3.147), полученное
для частиц с прямым ходом времени, принимает вид временной
компоненты уравнений Минковского (3.98).

В трёхмерном евклидовом пространстве полученное уравнение
(3.147) преобразуется в обычную теорему живых сил классической
электродинамики dE

dt = e E⃗ u⃗ (3.92).
Теперь обратимся к правым частям пространственных проек-

ций уравнений движения (3.142, 3.144). Обозначим их Mi, так как
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они одинаковы для частиц, движущихся в будущее и в прошлое, и
меняют знак при изменении знака заряда частицы. Поскольку

dqi

dτ
=
∗∂qi

∂t
+ vk

∗∂qi

∂xk , (3.149)

и в ней, учитывая, что ∗∂hik

∂t =−2Dik (1.40)

∗∂qi

∂t
=
∗∂

∂t

(
hikqk

)
= −2Di

k qk + hik
∗∂qk

∂t
, (3.150)

то Mi принимает вид

Mi = −
e
c

hik
∗∂qk

∂t
+

eφ
c2

(
F i + Aikvk

)
+

e
c

Aikqk +

+
e
c

(
qk −

φ

c
vk

)
Di

k −
e
c

vk
∗∂qi

∂xk −
e
c
∆i

nk qnvk.

(3.151)

Используя выражения для х.и.-компонент тензора Максвелла
E i (3.11) и H ik (3.12) Fαβ, запишем первые два члена Mi (3.151) в
виде

−
e
c

hik
∗∂qk

∂t
+

eφ
c2 F i = −eE i + ehik

∗∂φ

∂xk , (3.152)

а третий член как

eφ
c2 Aikvk =

e
2c

himvn
(
∗∂qm

∂xn −
∗∂qn

∂xm

)
−

e
2c

H ikvk . (3.153)

Величину H ik запишем как H ik = εmikH∗m (3.56). Тогда предыду-
щее (3.153) примет вид

eφ
c2 Aikvk =

e
2c

himvn
(
∗∂qm

∂xn −
∗∂qn

∂xm

)
−

e
2c

εikmH∗m vk , (3.154)

а исходная величина (3.151)

Mi = − e
(
E i +

1
2c

εikmvk H∗m

)
+

e
c

(
qk −

φ

c
vk

)
Di

k +

+ ehik
∗∂φ

∂xk +
e
c

Aikqk +
e

2c
himvk

(
∗∂qm

∂xk −
∗∂qk

∂xm

)
−

−
e
c

vk
∗∂qi

∂xk −
e
c
∆i

nk qnvk.

(3.155)
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Сумму последних трёх членов в Mi (3.155) получим, подставив
qm = hmnqn, qk = hknqn и х.и.-символы Кристоффеля (1.47)

e
2c

himvk
(
∗∂qm

∂xk −
∗∂qk

∂xm

)
−

e
c

vk
∗∂qi

∂xk −
e
c
∆i

nk qnvk =

= −
e

2c
himvk

∗∂qk

∂xm −
e

2c
vk
∗∂qi

∂xk −
e

2c
himqnvk

∗∂hkm

∂xn .

(3.156)

С учётом всех этих преобразований величина Mi (правая часть
пространственных компонент х.и.-уравнений движения массовой
заряженной частицы) принимает окончательный вид

d
(
mvi)
dτ

− mF i + 2m
(
Di

k + A·ik·
)

vk + m∆i
nk vnvk =

= −e
(
E i +

1
2c

εikmvk H∗m

)
+

+
e
c

(
qk −

φ

c
vk

)
Di

k + ehik
∗∂φ

∂xk +
e
c

Aikqk −

−
e

2c
himvk

∗∂qk

∂xm −
e

2c
vk
∗∂qi

∂xk −
e

2c
himqnvk

∗∂hkm

∂xn ,

(3.157a)

d
(
mvi)
dτ

+ mF i + m∆i
nk vnvk =

= −e
(
E i +

1
2c

εikmvk H∗m

)
+

+
e
c

(
qk −

φ

c
vk

)
Di

k + ehik
∗∂φ

∂xk +
e
c

Aikqk −

−
e

2c
himvk

∗∂qk

∂xm −
e

2c
vk
∗∂qi

∂xk −
e

2c
himqnvk

∗∂hkm

∂xn .

(3.157b)

Отсюда видно, что первый член −e
(
E i + 1

2c ε
ikmvk H∗m

)
в правой

части отличается от х.и.-силы Лоренца Φi =−e
(
E i + 1

c ε
ikmvkH∗m

)
коэффициентом 1

2 при магнитной составляющей этой силы. В §3.9
мы вычислим, при какой структуре электромагнитного потенциа-
ла Aα остальные члены в формуле для Mi (3.155) полностью ком-
пенсируют этот коэффициент 1

2 так, что в правых частях х.и.-
пространственных уравнений движения заряженной частицы стоит
только сила Лоренца.
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3.7 Уравнения движения заряженной частицы, следующие из
принципа наименьшего действия как частный случай по-
лученных уравнений движения

В этом параграфе мы получим х.и.-представление уравнений
движения массовой заряженной частицы, выведенных из принципа
наименьшего действия. Этот принцип состоит в том, что действие
S по перемещению частицы вдоль траекторий кратчайшей длины
является минимальным, т.е. вариация действия равна нулю

δ

∫ b

a
dS = 0 . (3.158)

Таким образом, уравнения движения, получаемые из принципа
наименьшего действия, являются уравнениями линий наименьшей
длины.

Итак, как известно [10], элементарное действие гравитацион-
ного и электромагнитного полей по перемещению заряженной мас-
совой частицы имеет следующий вид

dS = −m0c ds −
e
c

Aαdxα, (3.159)

где ds элементарный пространственно-временной интервал. Отсю-
да видно, что эта величина применима для описания частиц, дви-
жущихся только вдоль неизотропных траекторий (ds, 0). Вместе с
тем, вывод уравнений движения методом параллельного переноса
(линии неизменного направления) применим как к неизотропным
так и к изотропным траекториям, вдоль которых ds= 0. Более того,
параллельный перенос применим также и для неримановых геомет-
рий, в частности, для вывода уравнения движения частиц в полно-
стью вырожденномпространстве-времени (нуль-пространстве). По-
этому уравнения линий наименьшей длины, получаемые методом
наименьшего действия, представляют собой лишь частный случай
линий неизменного направления, получаемых в результате парал-
лельного переноса.

Однако вернёмся к принципу наименьшего действия (3.158).
Это условие для массовой заряженной частицы принимает вид

δ

∫ b

a
dS = − δ

∫ b

a
m0c ds − δ

∫ b

a

e
c

Aαdxα = 0 , (3.160)
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где первый член можно записать в виде

− δ

∫ b

a
m0c ds = −

∫ b

a
m0c DUαδxα =

=

∫ b

a
m0c

(
dUαds − Γα,µνU µdxν

)
δxα.

(3.161)

Вариацию второго интеграла из (3.160) представим следующим
образом

−
e
c
δ

∫ b

a
Aαdxα = −

e
c

( ∫ b

a
δAαdxα +

∫ b

a
Aαdδxα

)
. (3.162)

Проинтегрируем второй член по частям∫ b

a
Aαdδxα = Aαδxα

∣∣∣∣b
a
−

∫ b

a
dAαδxα. (3.163)

Здесь первый член равен нулю, так как интеграл варьирует-
ся при заданных значениях координат пределов интегрирования.
Учитывая, что вариация ковариантного вектора равна

δAα =
∂Aα
∂xβ

δxβ, dAα =
∂Aα
∂xβ

dxβ, (3.164)

получаем вариацию электромагнитной части действия

−
e
c
δ

∫ b

a
Aαdxα = −

e
c

∫ b

a

(
∂Aα
∂xβ

dxαδxβ −
∂Aα
∂xβ

δxαdxβ
)
. (3.165)

Поменявместами свободные индексыα и β в первом члене этого
выражения и учитывая вариацию гравитационной части действия
(3.161), получаем вариацию суммарного действия (3.160) в виде

δ

∫ b

a
dS =

∫ b

a

[
m0c

(
dUα − Γα,µνU µdxν

)
−

e
c

Fαβdxβ
]
δxα, (3.166)

где Fαβ =
Aβ
∂xα −

∂Aα
∂x β тензор Максвелла и U µ = dx µ

ds четырёхмерная
скорость частицы. Из-за произвольности величины δxα подынте-
гральное выражение всегда равно нулю, и, таким образом, мы по-
лучаем общековариантные уравнения движения массовой заряжен-
ной частицы

m0c
(
dUα

ds
− Γα,µνU µUν

)
=

e
c

FαβU β, (3.167)
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или, подняв индекс α, в более привычном виде

m0c
(
dUα

ds
+ ΓαµνU µUν

)
=

e
c

Fα·
·β U β. (3.168)

Иными словами, полученные нами уравнения представляют со-
бой уравнения Минковского в псевдоримановом пространстве. В
галилеевой системе отсчёта в пространстве Минковского они пре-
образуются в обычные релятивистские уравнения (3.93).

Теперь выведем х.и.-проекции уравнений Минковского в псев-
доримановом пространстве. Проецируя общековариантные уравне-
ния (3.168) на время и на пространство в сопутствующей системе
отсчёта, получаем для заряженной массовой частицы нашего мира

dE
dτ
− mFi vi + mDik vivk = −eEi vi, (3.169)

d
(
mvi)
dτ

− mF i + 2m
(
Di

k + A·ik·
)

vk + m∆i
nk vnvk =

= − e
(
E i +

1
c
εikmvk H∗m

)
,

(3.170)

и для заряженной массовой частицы зазеркалья

−
dE
dτ
− mFi vi + mDikvivk = − eEi vi, (3.171)

d
(
mvi)
dτ

+ mF i + m∆i
nk vnvk = − e

(
E i +

1
c
εikmvk H∗m

)
. (3.172)

Скалярные уравнения движения, как в нашем мире, так и в
зазеркалье, представляют собой теорему живых сил. А вектор-
ные уравнения движения — трёхмерные уравнения Минковского,
в правой части которых стоит х.и.-сила Лоренца (вычисленная в
псевдоримановом пространстве). Как нетрудно убедиться, в гали-
леевой системе отсчёта пространства Минковского эти уравнения
принимают вид теоремы живых сил (3.92) и обычных уравнений
движения заряженной частицы (3.90) классической электродина-
мики. Очевидно, что правые части этих уравнений (3.169–3.172),
полученных методом наименьшего действия, отличаются от пра-
вых частей уравнений движения (3.146, 3.157), выведенных мето-
дом параллельного переноса. Отличие состоит в отсутствии здесь
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(3.169–3.172) некоторых членов, характеризующих структуру элек-
тромагнитного поля и самого пространства. Впрочем, как мы уже
упоминали, линии наименьшей длины (наименьшего действия), яв-
ляются лишь частным случаем линий неизменного направления,
определяемых параллельным переносом. Поэтому неудивительно,
что в уравнениях параллельного переноса, как более общих, имеют-
ся дополнительные члены, учитывающие структуру пространства и
структуру электромагнитного поля.

3.8 Геометрическая структура четырёхмерного потенциала
электромагнитного поля

В этом параграфе мы проведём поиск такой структуры четырёх-
мерного потенциала электромагнитного поля Aα, при которой дли-
на суммарного вектора Qα = Pα +

e
c2 Aα сохраняется при параллель-

ном переносе. Известно, что при параллельном переносе в смысле
Леви-Чивиты длина переносимого вектора Qα сохраняется, т.е. вы-
полняется условие QαQα = const. Так как квадрат длины вектора в
псевдоримановом пространстве является инвариантом, это усло-
вие должно выполняться в любой системе отсчёта, в том числе
для наблюдателя, сопутствующего своему телу отсчёта. Поэтому
мы вполне можем провести анализ этого условия, записав его че-
рез физически наблюдаемые величины в сопутствующей системе
отсчёта (в х.и.-виде). Компоненты суммарного вектора Qα в сопут-
ствующей системе отсчёта имеют вид

Q0 =

(
1 −

w
c2

) (
±m +

eφ
c2

)
, (3.173)

Q0 =
1

1 − w
c2

[(
±m +

eφ
c2

)
+

1
c2 vi

(
mvi +

e
c

qi
)]
, (3.174)

Qi = −
1
c

(
mvi +

e
c

qi

)
−

1
c

(
±m +

eφ
c2

)
vi , (3.175)

Qi =
1
c

(
mvi +

e
c

qi
)
, (3.176)

и его квадрат

QαQα = m2
0 +

e2

c4

(
φ2 − qi qi

)
+

2me
c2

(
±φ −

1
c

vi qi
)
. (3.177)
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Из этого выражения видно, что квадрат длины суммарного век-
тора массовой заряженной частицы складывается из:
1) квадрата длины собственного четырёхмерного импульса ча-

стицы PαPα =m2
0;

2) квадрата длины четырёхмерного импульса e
c2 Aα, сообщаемого

заряженной частице электромагнитным полем, e2

c4

(
φ2 − qiqi

)
;

3) члена 2me
c2

(
±φ− 1

c vi qi), характеризующего взаимодействие
гравитационного “заряда” частицы m и её электрического за-
ряда e.

Первый член m2
0 в формуле для квадрата вектора QαQα (3.177)

сохраняется в любом случае, т.е. является инвариантом, не завися-
щим от выбора системы отсчёта. Наша задача состоит в том, чтобы
вычислить условия, при которых сохраняется всё выражение для
квадрата вектора (3.177).

Положим, что векторный потенциал частицы в электромагнит-
ном поле имеет структуру

qi =
φ

c
vi. (3.178)

Тогда* второй член в (3.177), т.е. квадрат вектора e
c2 Aα, равен

e2

c4 AαAα =
e2φ2

c4

(
1 −

v2

c2

)
. (3.179)

Аналогичным образом, преобразовывая третий член, получаем
выражение для квадрата вектора Qα (3.177) в виде

QαQα = m2
0 +

e2φ2

c4

(
1 −

v2

c2

)
+

2m0 e
c2 φ

√
1 −

v2

c2 . (3.180)

Тогда, введя обозначение для скалярного потенциала частицы
в электромагнитного поля

φ =
φ0√

1 − v2

c2

, (3.181)

*Аналогичную задачу можно было бы решить, предположив, что qi =±
φ

c vi.
Однако при сравнительном анализе двух групп уравнений движения интерес будут
представлять только положительные значения qi =

φ

c vi, так как физическое время
наблюдателя τ, по определению, течёт только из прошлого в будущее (эталонное
время) и интервал наблюдаемого времени dτ всегда больше нуля.
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мы можем записать полученное выражение (3.180) как

QαQα = m2
0 +

e2φ2
0

c4 +
2m0 eφ0

c2 = const. (3.182)

Отсюда видно, что длина суммарного вектора Qα заряженной
массовой частицы сохраняется при параллельном переносе (т.е.
является инвариантом, не зависящим от выбора системы отсчёта),
если наблюдаемые х.и.-потенциалы φ и qi электромагнитного поля
связаны с четырёхмерным потенциалом данного электромагнитно-
го поля Aα соотношениями

A0
√
g00
= φ =

φ0√
1 − v2

c2

, Ai = qi =
φ

c
vi. (3.183)

Тогда для четырёхмерного вектора e
c2 Aα, характеризующего

взаимодействие заряженной частицы с внешним электромагнит-
ным полем, мы имеем х.и.-проекции

e
c2

A0
√
g00
=

eφ0

c2
√

1 − v2

c2

,
e
c2 Ai =

eφ0

c3

vi√
1 − v2

c2

. (3.184)

Заметим, что размерности векторов e
c2 Aα и Pα =m0

dxα
ds в си-

стеме единиц СГСЭ и гауссовой совпадают и равны размерности
массы m [грамм].

Сравнивая физически наблюдаемые компоненты обоих векто-
ров, нетрудно заметить, что аналогом релятивистской массы m во
взаимодействии частицы с электромагнитным полем выступает ве-
личина

eφ
c2 =

eφ0

c2
√

1 − v2

c2

, (3.185)

где eφ потенциальная энергия заряженной частицы, движущейся с
наблюдаемой скоростью vi = dx i

dτ в электромагнитном поле (которое
покоится относительно наблюдателя и его тела отсчёта).

Вообще говоря, скалярный потенциал φ является релятивист-
ской потенциальной энергией частицы с зарядом e, а eφ её потен-
циальной энергией покоя. Когда частица покоится относительно
поля, её потенциальная энергия покоя совпадает с релятивист-
ской потенциальной энергией. Сопоставляя величины E =mc2 и
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W = eφ, мы можем сказать, что W0
c2 есть электромагнитный аналог

релятивистской массы m. Соответственно, W0
c2 =

eφ0
c2 представляет

собой электромагнитный аналог массы покоя m0. Тогда векторная
наблюдаемая величина e

c2 Ai =
eφ
c2 vi аналогична наблюдаемому век-

тору импульса массовой частицы, отнесённому к скорости света,
pi =mvi. Таким образом, когда частица покоится относительно по-
ля, её “электромагнитная” проекция на пространство (векторная
величина) равна нулю и наблюдается лишь её временная проек-
ция (потенциальная энергия покоя eφ0 = const). Если же частица
движется в поле со скоростью vi, то её наблюдаемыми “электро-
магнитными” проекциями являются релятивистская потенциаль-
ная энергия eφ и релятивистский трёхмерный импульс eφ

c2 vi.
Зная х.и.-компоненты вектора e

c2 Aα (3.184), вычисленные для
заданной структуры компонент вектора Aα (3.183), можно восста-
новить его в общековариантном виде, выразив через скалярный
потенциал покоящейся заряженной частицы в электромагнитном
поле. Учитывая, что компонента Ai равна

Ai = qi =
φ

c
vi =

φ

c
√

1 − v2

c2

dxi

dτ
= φ0

dxi

ds
, (3.186)

получаем искомую общековариантную форму Aα

Aα = φ0
dxα

ds
,

e
c2 Aα =

eφ0

c2

dxα

ds
. (3.187)

Вместе с тем, спроецировав полученное выражение Aα (3.187)
на время и на пространство

A0
√
g00
= ±φ = ±

φ0√
1 − v2

c2

, Ai = qi =
φ

c
vi, (3.188)

мы имеем знакопеременность во временной проекции, отсутству-
ющую в исходной временной проекции этой величины (3.183).

Естественно возникает вопрос: почему временная наблюдаемая
компонента вектора Aα, определённая вначале как φ, при заданной
структуре вектора Aα (3.187) приобрела знакопеременность? Здесь
дело в том, что в первом случае наблюдаемые величины φ и qi опре-
деляются исходя из общего правила образования х.и.-величин. Од-
нако, не зная структуры самого проецируемого вектора Aα, мы не
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можем их вычислить. Поэтому в выражениях для временной и про-
странственной проекций (3.183) символы φ и qi лишь обозначают
наблюдаемые компоненты, не раскрывая при этом их “внутренней”
структуры. Вместе с тем, в выражениях (3.188) величины φ и qi яв-
ляются вычисленными по формулам φ=

√
g00 A0 +

g0i√
g00

Ai и qi = Ai,
где структура компонент A0 и Ai является заданной. Поэтому во
втором случае величина ±φ есть результат вычисления, из которо-
го непосредственно следует её конкретное выражение

φ = ±
φ0√

1 − v2

c2

. (3.189)

Таким образом, вычисленные значения х.и.-компонент вектора
e
c2 Aα имеют вид

e
c2

A0
√
g00
= ±

eφ
c2 = ±

eφ0

c2
√

1 − v2

c2

,
e
c2 Ai =

eφ
c3 vi, (3.190)

где знак “плюс” имеет место для частиц нашего мира, движущихся
из прошлого в будущее (мир с прямым ходом времени), тогда как
знак “минус” — для частиц зазеркалья, движущихся относительно
нас в прошлое (мир с обратным ходом времени). Квадрат длины
этого вектора имеет вид

e2

c4 AαAα =
e2φ2

c4

(
1 −

v2

c2

)
=

e2φ2
0

c4 = const (3.191)

вдоль всей траектории движения частицы (линии параллельного пе-
реноса). Сам вектор e

c2 Aα имеет вещественную длину при v2 < c2,
нулевую длину при v2 = c2, и мнимую при v2 > c2. Здесь мы ограни-
чились исследованием лишь вещественной формы этого вектора,
так как светоподобные и сверхсветовые частицы нам неизвестны.
Если сравнить выражения для векторов Pα =m0

dxα
ds и e

c2 Aα = eφ0
c2

dxα
ds ,

становится очевидно, что оба эти вектора коллинеарны, так как
являются касательными к одной и той же неизотропной траекто-
рии, вдоль которой выбран параметр дифференцирования ds. Сле-
довательно, в данном случае направление динамического вектора
частицы Pα совпадает с направлением действия на неё электромаг-
нитного поля (частица движется “вдоль” поля).
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Исследуем общий случай, когда эти векторы не совпадают по
направлению. Из квадрата суммарного вектора QαQα (3.177) вид-
но, что третий член есть удвоенное скалярное произведение век-
торов Pα и e

c2 Aα. При параллельном переносе двух векторов их
скалярное произведение сохраняется

D
(
Pα Aα

)
= Aα DPα + Pα DAα = 0 , (3.192)

таким образом, получаем

2e
c2 PαAα =

2me
c2

(
±φ −

1
c

vi qi
)
= const, (3.193)

т.е. скалярное произведение Pα и e
c2 Aα сохраняется. Поэтому со-

храняется и длина каждого из переносимых векторов. В частности,
для четырёхмерного электромагнитного потенциала мы имеем

AαAα = φ2 − qi qi = const. (3.194)

В то же время, как известно, скалярное произведение двух век-
торов есть произведение их длин на косинус угла между ними.
Поэтому при параллельном переносе угол между переносимыми
векторами также сохраняется

cos
(
Pα; Aα

)
=

PαAα

m0
√
φ2 − qi qi

= const. (3.195)

Учитывая выражение для релятивистской массы m, мы можем
записать условие (3.193) в виде

2e
c2 PαAα = ±

2m0 e
c2

φ√
1 − v2

c2

−
2m0 e

c2

vi qi

c
√

1 − v2

c2

= const, (3.196)

или, иначе, в виде связи скалярного и вектор-потенциала

±
φ√

1 − v2

c2

−
vi qi

c
√

1 − v2

c2

= const. (3.197)

Например, найдём связь между потенциалами φ и qi частицы
в поле, когда четырёхмерный вектор частицы Pα ортогонален че-
тырёхмерному импульсу e

c2 Aα, получаемому частицей от поля. Так
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как при параллельном переносе двух векторов угол между ними
сохраняется, то, согласно (3.195), косинус угла между данными ор-
тогональными векторами равен нулю вдоль всей траектории

PαAα = ±φ −
1
c

vi qi = 0 . (3.198)

Следовательно, если частица движется в электромагнитном по-
ле таким образом, что векторы Pα и Aα ортогональны, то скалярный
потенциал поля равен

φ = ±
1
c

vi qi, (3.199)

т.е. представляет собой скалярное произведение двух трёхмерных
х.и.-векторов: наблюдаемой скорости частицы vi и наблюдаемого
вектор-потенциала qi поля.

Теперь найдём выражение для квадрата суммарного вектора
Qα с учётом геометрической структуры четырёхмерного электро-
магнитного потенциала Aα =φ0

dxα
ds (3.187). Если четырёхмерный

вектор поля Aα сонаправлен с вектором импульса частицы Pα, то
квадрат QαQα принимает вид

QαQα = m2 −
m2

c2 vi vi +
e2

c4

(
φ2 − qi qi

)
= m2

0 +
e2

c4 φ
2
0 . (3.200)

Умножая обе части этого равенства на c4 и обозначая реляти-
вистскую энергию частицы E =mc2, получаем

E2 − c2 p2 + e2φ2 − e2qi qi = E2
0 + e2φ2

0 , (3.201)

где p2 = pi pi, pi =mvi трёхмерный х.и.-импульс частицы, eφ потен-
циальная энергия заряженной частицы в электромагнитном поле,
и eqi трёхмерный импульс, приобретаемый заряженной частицей в
электромагнитном поле.

3.9 УравненияМинковского как частный случай полученных
уравнений движения

Итак, в §3.6 мы получили наблюдаемые х.и.-проекции общеко-
вариантных уравнений движения массовой заряженной частицы в
псевдоримановом пространстве. При этом исходные общековари-
антные уравнения движения были выведены методом параллель-
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ного переноса суммарного вектора частицы. Там же нами было
показано, что временная наблюдаемая проекция (3.147) этих урав-
нений движения в галилеевой системе отсчёта принимает вид вре-
менной компоненты уравнений Минковского (3.98). Соответствен-
но, в трёхмерном евклидовом пространстве наше х.и.-скалярное
уравнение (3.147) превращается в теорему живых сил классиче-
ской электродинамики (3.92). Однако в правых частях (3.157) про-
странственных наблюдаемых проекций вместо х.и.-силы Лоренца
−e

(
E i + 1

2c ε
ikmvk H∗m

)
стоит выражение Φi =−e

(
E i + 1

c ε
ikmvk H∗m

)
,

отличающееся коэффициентом 1
2 , а также ещё несколько дополни-

тельных членов, являющихся функциями наблюдаемых характери-
стик электромагнитного поля и самого пространства. Поэтому для
трёхмерных наблюдаемых проекций уравнений движения в псевдо-
римановом пространстве, полученных методом параллельного пе-
реноса, принцип соответствия с трёхмерными компонентами урав-
нений Минковского устанавливается нетривиально.

Вместе с тем, как мы уже упоминали ранее, уравнения линий
неизменного направления, получающиеся в результате параллель-
ного переноса в псевдоримановом пространстве, являются более
общим случаем линий наименьшей длины, получаемых методом
наименьшего действия. Причём уравнения движения, выведенные
из принципа наименьшего действия (см. §3.7), по своей структуре
полностью совпадают с уравнениями Минковского. Поэтому сле-
дует ожидать, что и временная и пространственная проекции на-
ших уравнений движения заряженной частицы, как более общие, в
каком-то частном случае преобразуются в пространственные про-
екции уравнений движения, полученных из принципа наименьшего
действия.

Чтобы выяснить конкретно, при каких условиях это происхо-
дит, рассмотрим правые части пространственных проекций урав-
нений движения, в которых наблюдалось расхождение с силой Ло-
ренца. Эти правые части мы (для удобства анализа) рассматривали
в виде отдельных выражений и обозначили Mi (3.157). Исполь-
зуя х.и.-компоненту H ik (3.12) тензора Максвелла, запишем член
eφ
c2 Aikvk исследуемого выражения (3.157) в виде

eφ
c2 Aikvk =

e
2c

himvn
(
∗∂qm

∂xn −
∗∂qn

∂xm

)
−

e
2c

εikmH∗m vk , (3.202)
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где εikmH∗m =H ik. Подставим в (3.157) наблюдаемые компоненты
потенциала электромагнитного поля Aα в виде (3.188), при кото-
ром вектор импульса e

c2 Aα, сообщаемого заряженной частице элек-
тромагнитным полем касателен к траектории. Используя первое
выражение qm =

φ
c vm, получаем зависимость исследуемой правой

части только от скалярного потенциала электромагнитного поля

Mi = − e
(
E i +

1
c
εikmvk H∗m

)
+

+ ehik
(
1 −

v2

c2

)
∗∂φ

∂xk +
eφ
2

hik
∗∂

∂xk

(
1 −

v2

c2

)
.

(3.203)

Подставляя φ (3.181) в это выражение, мы видим, что сумма
двух последних членов становится равной нулю

−
eφ
2

hik
∗∂

∂xk

(
1 −

v2

c2

)
+

eφ
2

hik
∗∂

∂xk

(
1 −

v2

c2

)
= 0 , (3.204)

в результате чегоформула для Mi принимает вид х.и.-силыЛоренца
в псевдоримановом пространстве

Mi = − e
(
E i +

1
c
εikmvk H∗m

)
, (3.205)

что, собственно, и требовалось доказать.
Таким образом, пространственные проекции уравнений движе-

ния заряженной массовой частицы, выведенных методом паралле-
льного переноса в псевдоримановом пространстве, совпадают с
пространственными проекциями уравнений движения, полученных
из принципа наименьшего действия, в частном случае, когда четы-
рёхмерный электромагнитный потенциал имеет структуру (3.187).
Соответственно, при такой структуре электромагнитного потенци-
ала в галилеевой системе отсчёта плоского пространства-времени
наши х.и.-уравнения движения полностью совпадают с уравнения-
ми Минковского и в трёхмерном евклидовом пространстве прини-
мают вид уравнений движения классической электродинамики.

Рассмотрим теперь правую часть c2T скалярного уравнения
(3.147) при условии, что вектор Aα имеет указанную структуру
и направлен по касательной к траектории движения частицы. Под-
ставляя в (3.146) наблюдаемые компоненты φ и qi, вычисленные для
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вектора Aα данной структуры, преобразуем величину c2T к виду

c2T = − eEi vi − e
∗∂φ

∂t
+

e
c2

[
∗∂

∂t

(
φhik vk

)
− φDik qk

]
vi =

= − eEi vi − e
∗∂φ

∂t

(
1 −

v2

c2

)
+

eφ
c2 Dik vivk +

eφ
c2 vk

∗∂vk

∂t
.

(3.206)

Подставляя в первую производную φ (3.181) и, после диффе-
ренцирования, вновь возвращаясь к φ, получаем

c2 T = − eEi vi −
eφ
2c2

∗∂

∂t

(
hik vivk

)
+

eφ
c2 Dik vivk +

eφ
c2 vk

∗∂vk

∂t
=

= − eEi vi −
eφ
2c2

(
∗∂hik

∂t
vivk + 2vk

∗∂vk

∂t

)
+

+
eφ
c2 Dik vivk +

eφ
c2 vk

∗∂vk

∂t
= − eEi vi,

(3.207)

так как
∗∂hik
∂t = 2Dik по определению тензора деформации Dik (1.40).

Таким образом, правая часть скалярного х.и.-уравнения движе-
ния заряженной частицы полностью совпадает с временной про-
екцией четырёхмерных уравнений Минковского в псевдоримано-
вом пространстве. Следовательно, если четырёхмерный вектор-
потенциал электромагнитного поля направлен по касательной к
четырёхмерной траектории (мировой линии) заряженной частицы,
то уравнения движения, выведенные методом параллельного пере-
носа, полностью совпадают с уравнениями движения, полученными
из принципа наименьшего действия. Впрочем, это ещё раз иллю-
стрирует тот геометрический факт, что линии наименьшей длины,
получаемые из принципа наименьшего действия, являются лишь
частным случаем линий неизменного направления, являющихся ре-
зультатом параллельного переноса.

3.10 Структура псевдориманова пространства со стационар-
ным электромагнитным полем

Очевидно, что задание определённой структуры электромаг-
нитного поля накладывает определённые ограничения на движение
заряженных частиц, что, в свою очередь, накладывает ограничения
на структуру псевдориманова пространства, в котором это движе-
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ние происходит. Давайте исследуем, какова должна быть структура
псевдориманова пространства, чтобы частица двигалась в стацио-
нарном электромагнитном поле.

Хронометрически инвариантные уравнения движения заряжен-
ной массовой частицы нашего мира имеют вид

dE
dτ
− mFi vi + mDik vivk = − e

dφ
dτ
+

e
c

(
Fi qi − Dik qivk

)
, (3.208)

d
(
mvi)
dτ

− mF i + 2m
(
Di

k + A·ik·
)

vk + m∆i
nk vnvk =

= −
e
c

dqi

dτ
−

e
c

(
φ

c
vk + qk

) (
Di

k + A·ik·
)
+

eφ
c2 F i −

e
c
∆i

nk qnvk.

(3.209)

Так как мы считаем электромагнитное поле стационарным, по-
тенциалы поля φ и qi являются функциям лишь пространственных
координат, но не времени. Таким образом, наблюдаемые компо-
ненты тензора электромагнитного поля (тензора Максвелла) для
стационарного поля принимают упрощённый вид

Ei =
∗∂φ

∂xi −
φ

c2 Fi =
∂φ

∂xi − φ
∂

∂xi ln
(
1 −

w
c2

)
, (3.210)

H∗i =
1
2
εimnHmn =

1
2
εimn

(
∂qm

∂xn −
∂qn

∂xm −
2φ
c

Amn

)
. (3.211)

Отсюда можно получить ограничения на метрику пространства,
налагаемые требованием стационарности электромагнитного поля.
В выражении для Ei и H∗i, наряду с х.и.-производными от скаляр-
ного и векторного потенциалов поля, входят х.и.-характеристики
пространства отсчёта— вектор гравитационно-инерциальной силы
Fi и тензор неголономности (вращения) пространства Aik.

Очевидно, что в стационарном электромагнитном поле отсчё-
та физически наблюдаемые характеристики пространства также
должны быть стационарными

∗∂Fi

∂t
= 0 ,

∗∂F i

∂t
= 0 ,

∗∂Aik

∂t
= 0 ,

∗∂Aik

∂t
= 0 . (3.212)

Из этих определений видно: величины Fi и Aik не зависят от вре-
мени, если линейная скорость вращения пространства стационарна,
т.е. ∂vi

∂t = 0 (стационарное вращение пространства). В таком случае
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х.и.-производная по пространственным координатам превращается
в обычную производную

∗∂

∂xi =
∂

∂xi −
1
c2

∗∂

∂t
=

∂

∂xi . (3.213)

Так как х.и.-производная по времени ∂
∂t =

(
1− w

c2

)
∗∂
∂t отличается

от обычной производной лишь множителем, то для стационарной
величины обычная производная также равна нулю. Для тензора
скоростей деформации Dik в случае стационарного вращения про-
странства имеем

∗∂Dik

∂t
=

1
2

∗∂hik

∂t
=

1
2

∗∂

∂t

(
− gik +

1
c2 vi vk

)
= −

1
2

∗∂gik

∂t
. (3.214)

В силу стационарности правых частей уравнения движения ле-
вые части также должны быть стационарными. Это, в свою оче-
редь, означает, что пространство не деформируется. Тогда, соглас-
но (3.214), трёхмерная координатная метрика gik не зависит от вре-
мени и х.и.-символы Кристоффеля ∆i

jk (1.47) также стационарны.
Хронометрически инвариантные компоненты тензора Максвелла
(3.210, 3.211) подчиняются уравнениям Максвелла (3.63, 3.64), ко-
торые для стационарного поля имеют вид

∂E i

∂xi +
∂ ln
√

h
∂xi E i −

2
c
Ω∗m H∗m = 4πρ

εikm ∗∇̃k
(
H∗m
√

h
)
=

4π
c

j i
√

h

 I , (3.215)

∂H∗i

∂xi +
∂ ln
√

h
∂xi H∗i +

2
c
Ω∗m Em = 0

εikm ∗∇̃k
(
Em
√

h
)
= 0

 II . (3.216)

Тогда условиеЛоренца (3.65) и уравнение неразрывности (3.66),
соответственно, имеют вид

∗∇̃i qi = 0 , ∗∇̃i j i = 0 . (3.217)

Итак, мы вычислили, как стационарность электромагнитного
поля влияет на физически наблюдаемые характеристики псевдори-
манова пространства и на основные уравнения электродинамики.
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В следующих параграфах, пользуюсь этими результатами, мы по-
лучим решения уравнений движения для заряженной частицы в
псевдоримановом пространстве (3.208, 3.209) для трёх конкретных
случаев стационарных полей: 1) в стационарном электрическом по-
ле (магнитная составляющая поля равна нулю); 2) в стационарном
магнитном поле (электрическая составляющая поля равна нулю);
3) в стационарном электрическом и магнитном полях.

3.11 Движение заряженнойчастицыв стационарномэлектри-
ческом поле

Рассмотрим движение заряженной массовой частицы в стацио-
нарном электрическомполе в псевдоримановомпространстве.Маг-
нитное поле в данном случае отсутствует, т.е. не проявляется для
наблюдателя. Каким условиям должно удовлетворять псевдори-
маново пространство, допускающее существование стационарного
электромагнитного поля чисто “электрического” типа? Из выраже-
ния для магнитной напряжённости стационарного поля

Hik =
∂qi

∂xk −
∂qk

∂xi −
2φ
c

Aik (3.218)

следует, что Hik = 0, если выполняются два условия:
1) вектор-потенциал qi является безвихревым ∂qi

∂xk =
∂qk
∂x i ;

2) пространство является голономным, т.е. Aik = 0.
Напряжённость стационарного электрического поля Ei (3.210)

есть сумма пространственной производной от скалярного потенци-
ала φ и члена φ

c2 Fi, характеризующего взаимодействие поля потен-
циала с полем гравитационно-инерциальной силы. Но на поверх-
ности Земли отношение гравитационного потенциала к квадрату
скорости света

w
c2 =

GM⊕

c2R⊕
≈ 10−10, (3.219)

поэтому второй член в выражении для Ei (3.210) можно считать
в условиях реальной земной лаборатории пренебрежимо малым, и
величинаEi определяется лишьпространственнымраспределением
скалярного потенциала поля

Ei =
∂φ

∂xi . (3.220)
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Из-за стационарности правых частей уравнения движения,
представляющих собой силу Лоренца, левые части также долж-
ны быть стационарными. При рассматриваемых нами условиях это
выполняется, если тензор скоростей деформации равен нулю, т.е.
пространство не деформируется.

Таким образом, если стационарное электромагнитное поле име-
ет такую структуру, что отлична от нуля лишь его электрическая
составляющая, а магнитная составляющая отсутствует, то псев-
дориманово пространство должно удовлетворять трём следующим
условиям:
1) гравитационный потенциал w пренебрежимо мал w≈ 0;
2) пространство не вращается, т.е. Aik = 0;
3) пространство не деформируется, т.е. Dik = 0.
Кроме того, для простоты вычислений будем считать, что в

условиях измерений трёхмерное пространство по структуре при-
ближается к евклидову пространству, т.е. ∆i

nk ≈ 0.
Тогда х.и.-уравнения движения массовой заряженной частицы

нашего мира (3.208, 3.209) принимают следующий вид

dm
dτ
= −

e
c2

dφ
dτ

, (3.221)

d
dτ

(
mvi) = − e

c
dqi

dτ
. (3.222)

Из скалярного уравнения движения (теоремы живых сил) вид-
но: изменение релятивистской энергии частицы E =mc2 обуслов-
лено работой электрической составляющей поля Ei.

Из векторного уравнения движения следует, что изменение
трёхмерного наблюдаемого импульса частицы происходит под дей-
ствием члена qi. Полагая, что четырёхмерный потенциал поля на-
правлен по касательной к мировой линии частицы, мы, как было
показано в §3.9, получим в правой части векторного уравнения
трёхмерную силу Лоренца для электрического поля

Φi = − eE i. (3.223)

То есть, в рассматриваемом нами случае изменение трёхмерно-
го импульса частицыпроисходит также из-за действия на неё напря-
жённости электрического поля. Обе группы уравнений Максвелла
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для стационарного поля (3.215, 3.216) в этом случае приобретает
простую форму

∂E i

∂xi = 4πρ

j i = 0

 I , εikm ∂Em

∂xk = 0
}
II . (3.224)

Интегрируя скалярное уравнение движения, т.е. теорему жи-
вых сил, получаем так называемый интеграл живых сил

m +
eφ
c2 = B = const, (3.225)

где B постоянная интегрирования.
Кроме того, из уравнений Максвелла следует, что в данном

случае скалярный потенциал поля удовлетворяет:
1) уравнению Пуассона ∂2φ

∂x2 +
∂2 φ

∂y2 +
∂2φ

∂z2 = 4πρ, если плотность за-
рядов ρ, 0;

2) уравнению Лапласа ∂2φ

∂x2 +
∂2φ

∂y2 +
∂2φ

∂z2 = 0, если плотность заря-
дов ρ= 0.

Итак, мы вывели, каким должно быть псевдориманово про-
странство, допускающее движение заряженной частицы в посто-
янном электромагнитном поле. Теперь естественным было бы по-
лучить точные решения уравнений частицы для какого-либо кон-
кретного случая. Но, пока не задана конкретная структура самого
поля (уравнениямиМаксвелла), этого сделать нельзя. Поэтому для
простоты вычислений будем считать, что электрическое поле яв-
ляется однородным. Пусть ковариантный вектор напряжённости
электрического поля Ei, являющийся хронометрическим инвари-
антом, направлен вдоль оси x. Так же, как Ландау и Лифшиц (см.
§20 Теории поля), мы рассмотрим случай отталкивания заряжен-
ной частицы полем, т.е. когда напряжённость электрического поля
имеет отрицательное численное значение, а координата частицы x
возрастает (естественно, в случае притяжения частицы полем на-
пряжённость является положительной, а координата частицы убы-
вает). Тогда компоненты вектора напряжённости Ei равны

E1 = Ex = −E = const, E2 = E3 = 0 . (3.226)
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Следовательно, так как однородность электрического поля оз-
начает Ei =

∂φ

∂x i = const, то скалярный потенциал φ является функ-
цией от x, удовлетворяющей уравнению Лапласа

∂2φ

∂x2 =
∂E
∂x
= 0 . (3.227)

Это означает, что однородное постоянное электрическое поле
соответствует условию отсутствия зарядов ρ= 0.

Пусть частица движется сонаправлено с вектором напряжённо-
сти электрического поля Ei, т.е. вдоль оси x. Тогда уравнения её
движения примут следующий вид

dm
dτ
= −

e
c2

dφ
dτ
= −

e
c2

dφ
dxi vi =

e
c2 E

dx
dτ

, (3.228)

d
dτ

(
m

dx
dτ

)
= eE ,

d
dτ

(
m

dy
dτ

)
= 0 ,

d
dτ

(
m

dz
dτ

)
= 0 . (3.229)

Интегрируя скалярное уравнение движения (теорему живых
сил), получаем интеграл живых сил

m =
eE
c2 x + B , B = const, (3.230)

где постоянную B мы получаем из начальных условий интегриро-
вания m |τ=0 =m(0) и x |τ=0 = x(0)

B = m(0) −
eE
c2 x(0) , (3.231)

тогда решение (3.230) принимает вид

m =
eE
c2

(
x − x(0)

)
+ m(0) . (3.232)

Подставляя полученный интеграл живых сил в векторные урав-
нения движения (3.229), приводим их к виду (точка обозначает
дифференцирование по физическому наблюдаемому времени τ)

eE
c2 ẋ2 +

(
B +

eE
c2 x

)
ẍ = eE

eE
c2 ẋ ẏ +

(
B +

eE
c2 x

)
ÿ = 0

eE
c2 ẋ ż +

(
B +

eE
c2 x

)
z̈ = 0


. (3.233)
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Второе и третье уравнения представляют собой уравнения с
разделяющимися переменными

ÿ

y
=
− eE

c2 ẋ

B + eE
c2 x

,
z̈
z
=
− eE

c2 ẋ

B + eE
c2 x

, (3.234)

которые легко интегрируются. Их решения являются простыми и
имеют следующий вид, соответственно,

ẏ =
C1

B + eE
c2 x

, ż =
C2

B + eE
c2 x

, (3.235)

где C1 и C2 константы интегрирования, которые находим, задав
начальные условия ẏ |τ=0 = ẏ(0) и ẋ |τ=0 = ẋ(0) и используя выражение
для B (3.121). В результате мы имеем

C1 = m(0) ẏ(0) , C2 = m(0) ż(0) . (3.236)

Теперь решимуравнения движения вдоль оси x, т.е. первое урав-
нение из системы (3.233). Для этого сделаем в нем замену перемен-
ных ẋ= dx

dτ = p. Тогда мы имеем

ẍ =
d2x
dt2 =

dp
dt
=

dp
dx

dx
dt
= pp′, (3.237)

и указанное уравнение движения вдоль оси x принимает вид урав-
нения с разделяющимися переменными

p dp

1 − p2

c2

=
eE dx

B + eE
c2 x

, (3.238)

представляющее собой табличный интеграл. После интегрирования
получаем его решение√

1 −
p2

c2 =
C3

B + eE
c2 x

, C3 = const. (3.239)

Полагая p= ẋ |τ=0 = ẋ(0) и подставляя постоянную Bиз интеграла
живых сил (3.231), находим постоянную интегрирования

C3 = m(0)

√
1 −

ẋ2
(0)

c2 . (3.240)
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В рассматриваемом случае можно произвести замену интервала
физического наблюдаемого времени dτ на интервал координатного
времени dt. Мы сейчас объясним, почему.

В Теории поля Ландау и Лифшиц решали уравнения движения
заряженной частицы в галилеевой системе отсчёта пространства
Минковского. Естественно, чтобы как-то сопоставить наши реше-
ния с их результатами, мы должны рассмотреть такой же, как и у
них, частный случай — движение в стационарном и однородном
поле (см. §20 Теории поля).

В этом частном случае, как мы показали в начале параграфа ме-
тодами математического аппарата хронометрических инвариантов,
Fi = 0 и Aik = 0, следовательно

dτ =
(
1 −

w
c2

)
dt −

1
c2 vi dxi = dt , (3.241)

т.е. в рассматриваемой четырёхмерной области, где движется ча-
стица, метрика является галилеевой.

Итак, подставляя p= dx
dt в выражение (3.239), получаем уравне-

ние с разделяющимися переменными

dx
dt
= c

√(
B + eE

c2 x
)2
−C2

3

B + eE
c2 x

, (3.242)

решение которого есть

ct =
c2

eE

√(
B +

eE

c2 x
)2

−C2
3 +C4 , C4 = const, (3.243)

где константа интегрирования C4, с учётом начальных условий в
момент времени t= 0, составляет

C4 = −
m(0)c
eE

ẋ(0) . (3.244)

Теперь, выразив в явном виде координату x из (3.243) через t, мы
получаем окончательное решения уравнений движения заряженной
массовой частицы вдоль оси x

x =
c2

eE


√

e2E2

c4 (ct −C4)2 +C2
3 − B

 , (3.245)
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или, после подстановки значений констант интегрирования,

x =

√√(
ct +

m(0)c ẋ(0)

eE

)2

+

(
m(0)c2

eE

)2 1 − ẋ2
(0)

c2

 −
−

m(0)c2

eE
+ x(0) .

(3.246)

Естественно, если рассматривать поле, притягивающее заря-
женную частицу, т.е. когда электрическая напряжённость прини-
мает положительное значение E1 = Ex = E = const), в качестве ре-
шения уравнений движения мы получим такое же выражение для
координаты x, но с обратным знаком:

x =
c2

eE

B −

√
e2E2

c4 (ct −C4)2 +C2
3

 . (3.247)

В §20 Теории поля рассматривается аналогичная задача, однако
Ландау и Лифшиц решают её путём интегрирования трёхмерных
компонент общековариантных уравнений движения заряженной ча-
стицы (трёхмерных уравнений Минковского) без учёта теоремы
живых сил. В итоге их выражение для координаты x имеет вид

x =
1

eE

√(
m0c2)2

+ (ceEt)2 . (3.248)

Это полностью совпадает с нашим решением (3.245) в том
случае, если положить начальную скорость частицы равной нулю
ẋ(0) = 0 и потребовать, чтобы выполнялось следующее соотноше-
ние x(0) −

m(0)c2

eE = 0. Последнее соответствует существенному упро-
щению, принятому в Теории поля, согласно которому константы
интегрирования полагаются равными нулю.

Как видите, даже при решении уравнений движения в галиле-
евой системе отсчёта плоского пространства Минковского метод
хронометрических инвариантов даёт преимущества, сразу выяв-
ляя влияние скрытых факторов, незаметных при решении обычных
трёхмерных компонент общековариантных уравнений движения.
Это означает, что даже тогда, когда физически наблюдаемые вели-
чины совпадают с координатными величинами, геометрически пра-
вильным является решение системы из физических наблюдаемых
х.и.-уравнений движения, так как теорема живых сил как скалярное
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уравнение движения неизбежно влияет на решение трёхмерных
векторных уравнений движения. Разумеется, при неоднородном
нестационарном электрическом поле в нашем решении появляются
дополнительные члены, вызванные влиянием более сложной, меня-
ющейся со временем структуры поля.

Теперь вычислим трёхмерную траекторию частицы в стацио-
нарном однородном электрическом поле. Для этого проинтегриру-
ем уравнение движения вдоль осей y и z (3.235), выразим оттуда
время и подставим в полученное нами решение для x.

Вначале, подставляя в уравнение для ẏ полученное решение для
x (3.245), мы получаем уравнение с разделяющимися переменными

dy
dt
=

C1√
e2E2

c4 (ct −C4)2 +C2
3

, (3.249)

интегрируя которое, имеем

y =
m(0) ẏ(0) c

eE
arc sinh

eE t + m(0) ẋ(0)

m(0)c

√
1 −

ẋ2
(0)

c2

+C5 , (3.250)

где C5 новая постоянная интегрирования. Из начальных условий
y= y(0) и t= 0 при находим

C5 = y(0) −
m(0) ẏ(0) c

eE
arc sinh

ẋ(0)

c

√
1 −

ẋ2
(0)

c2

. (3.251)

Подставляя полученную константу в исходное выражение для
y (3.250), окончательно получаем

y = y(0) +
m(0) ẏ(0) c

eE
×

×

arc sinh
eE t + m(0) ẋ(0)

m(0)c

√
1 −

ẋ2
(0)

c2

− arc sinh
ẋ(0)

c

√
1 −

ẋ2
(0)

c2

 .
(3.252)

Теперь выразим отсюда t через y и y(0). Далее, учитывая, что
a= arc sinh b при b= sinh a, мы делаем во втором члене этого выра-
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жения замену arc sinh b= ln
(
b+
√

b2+1
)
. В результате, получаем

t =
1

eE

m(0)c

√
1 −

ẋ2
(0)

c2 ×

× sinh


y − y(0)

m(0) ẏ(0) c
eE + ln

ẋ(0) + c

c

√
1 −

ẋ2
(0)

c2

 − m(0) ẋ(0)

 .
(3.253)

Теперь подставим это выражение в полученное нами решение
для x (3.246). В результате получаем искомое уравнение для трёх-
мерной траектории частицы

x = x(0) +
m(0)c2

eE

√
1 −

ẋ2
(0)

c2 ×

× cosh


y − y(0)

m(0) ẏ(0) c
eE + ln

ẋ(0) + c

c

√
1 −

ẋ2
(0)

c2

 −
m(0)c2

eE
.

(3.254)

Полученное выражение означает, что заряженная массовая ча-
стица нашего мира движется в однородном стационарном элек-
трическом поле по кривой, в основе которой лежит цепная линия,
а отклоняющие её от “чистой” цепной линии факторы являются
функциями начальных условий. Наше выражение для траектории
частицы (3.254) полностью совпадает с результатом Теории поля

x =
m(0)c2

eE
cosh

eEy
m(0) ẏ(0) c

(3.255)

(формула 20.5 в §20 [10]), если предположить, что начальная ско-
рость частицы x(0) −

m(0) c2

eE = 0, а также ẋ(0) = 0, причём последнее
означает предположение о равенстве нулю постоянной интегриро-
вания скалярного уравнения движения (теоремы живых сил), что,
вообще говоря, является серьёзным допущением. При малых ско-
ростях, приравняв к нулю релятивистские соотношения и разложив
гиперболический косинус в ряд cosh b= 1+ b2

2! +
b4

4! +
b6

6! + . . ., наше
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выражение для трёхмерной траектории частицы (3.254), с точно-
стью до членов второго порядка малости, принимает вид

x = x(0) +
eE

(
y − y(0)

)2

2m(0) ẏ
2
(0)

, (3.256)

т.е. частица движется по параболе. Этот вывод, если положить на-
чальные координаты равными нулю, также соответствует результа-
ту из Теории поля

x =
eEy2

2m(0) ẏ
2
(0)

. (3.257)

Приинтегрировании уравнения движения вдоль оси z получают-
ся точно такие же результаты. Происходит это потому, что уравне-
ния относительно ẏ и ż (3.235) различаются всего лишь постоянным
множителем— константой интегрирования (3.236), равной началь-
ному импульсу частицы вдоль оси y (в уравнении для ẏ) и вдоль оси
z (в уравнении для ż).

Переходя от кинематики к динамике движения частиц, най-
дём динамические характеристики движения заряженной частицы
в стационарном однородном электрическом поле— её релятивист-
скую энергию и импульс. Вычислив релятивистский корень (при
используемых нами допущениях)

√
1−

v2

c2 =

√
1 −

ẋ2 + ẏ2 + ż2

c2 =

m(0)

√
1 −

ẋ2
(0)+ ẏ

2
(0)+ ż2

(0)

c2

m(0) +
eE
c2

(
x − x(0)

) , (3.258)

получаем энергию частицы

E =
m(0)c2√

1 − v2

c2

=
m(0)c2 + eE

(
x − x(0)

)√
1−

ẋ2
(0)+ ẏ

2
(0)+ ż2

(0)

c2

, (3.259)

которая при скорости частицы, много меньшей скорости света при-
нимает вид

E = m(0)c2 + eE
(
x − x(0)

)
. (3.260)

Соответствующим образом вычисляется и релятивистский им-
пульс частицы, однако, из-за громоздкости получившегося выраже-
ния, мы его не приводим.
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Теперь рассмотрим движение массовой заряженной частицы за-
зеркалья при аналогичных условиях, т.е. в стационарном однород-
ном электрическом поле. Х.и.-уравнения её движения, с учётом
принятых в этом параграфе ограничений на геометрическую струк-
туру пространства, имеют следующий вид

dm
dτ
=

e
c2

dφ
dτ

, (3.261)

d
dτ

(
mvi) = − e

c
dqi

dτ
, (3.262)

т.е. отличаются от уравнений движения аналогичной частицы в на-
шем мире (3.221, 3.222) лишь знаком в теореме живых сил.

Положим, что электрическая напряжённость отрицательна (от-
талкивание частицы полем), а частица движется сонаправлено с
вектором напряжённости поля вдоль оси x. Тогда, интегрируя тео-
рему живых сил для частицы зазеркалья (3.261), получаем

m = −
eE
c2 x + B , (3.263)

где постоянная B, вычисляемая из начальных условий, равна

B = m(0) +
eE
c2 x(0) . (3.264)

Подставляя это значение m в векторные уравнения движения
(3.262), записанные покомпонентно, имеем (сравн. с форм. 3.233)

−
eE
c2 ẋ2 +

(
B −

eE
c2 x

)
ẍ = eE

−
eE
c2 ẋ ẏ +

(
B −

eE
c2 x

)
ÿ = 0

−
eE
c2 ẋ ż +

(
B −

eE
c2 x

)
z̈ = 0


. (3.265)

После вычислений, аналогичных действиямпо нахождению тра-
ектории заряженной частицы нашего мира, получаем

x =
c2

eE

B −

√
C2

3 −
e2E2

c4 (ct −C4)2

 , (3.266)
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где C3 = m(0)

√
1 +

ẋ2
(0)

c2 и C4 = −
cm(0) ẋ(0)

eE представляют собой по-
стоянные интегрирования, вычисленные из начальных условий ин-
тегрирования. С учётом вычисленных постоянных интегрирования
C3 и C4, мы получаем

x = −

√√(
m(0)c2

eE

)2 1 + ẋ2
(0)

c2

 − (
ct +

m(0)cẋ(0)

eE

)2

+

+
m(0)c2

eE
+ x(0) .

(3.267)

Полученное здесь выражение для координаты x заряженной ча-
стицы зазеркалья, отталкиваемой полем, аналогично решениюдля
частицы нашего мира в случае её притяжения таким же полем
E1 = Ex = E = const (3.247).

Таким образом, получается очень интересный вывод: переход
заряженной частицы из нашего мира в зазеркалье (мир с обратным
ходом времени) равносилен смене знака её заряда.

Здесь следует отметить, что в нашем предыдущем исследова-
нии [19] мы пришли к аналогичному выводу и в отношении масс ча-
стиц: гипотетический переход частицы из нашего мира в зазеркалье
равносилен смене знака её массы. Таким образом, частицы нашего
мира и частицы зазеркалья являются сопряжёнными не только по
массе, но и зарядово сопряжёнными.

Теперь вычислим трёхмерную траекторию заряженной массо-
вой частицы зазеркалья в стационарном однородном электриче-
ском поле.

Вычисляя координату y точно таким же образом, как и для
заряженной частицы нашего мира, мы получаем

y = y(0) +
m(0) ẏ(0) c

eE
×

×

arcsin
eE t + m(0) ẋ(0)

m(0)c

√
1 +

ẋ2
(0)

c2

− arcsin
ẋ(0)

c

√
1 +

ẋ2
(0)

c2

 ,
(3.268)

где, по сравнению с выражением для частицы нашего мира (3.252),
стоит обычный arcsin и в корне — знак “плюс”.
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Выражая отсюда время t через координаты y и y(0)

t =
1

eE

m(0)c

√
1 +

ẋ2
(0)

c2 ×

× sin


y − y(0)

m(0) ẏ(0) c
eE + ln

ẋ(0) + c

c

√
1 +

ẋ2
(0)

c2

 − m(0) ẋ(0)

 ,
(3.269)

и подставляя в наше выражение для x (3.267), получаем уравнение
трёхмерной траектории заряженной массовой частицы зазеркалья,
движущейся в однородном стационарном электрическом поле,

x = x(0) −
m(0)c2

eE

√
1 +

ẋ2
(0)

c2 ×

× cos


y − y(0)

m(0) ẏ(0) c
eE + arcsin

ẋ(0)

c

√
1 +

ẋ2
(0)

c2

 −
m(0)c2

eE
,

(3.270)

т.е. движение частицы представляет собой гармоническое колеба-
ние. Если предположить начальные координаты частицы равными
нулю, а также её начальную скорость ẋ(0) = 0 и константу интегри-
рования теоремы живых сил B= 0, то полученное уравнение траек-
тории примет упрощённый вид

x = −
m(0)c2

eE
cos

eEy
m(0) ẏ(0) c

. (3.271)

При малой скорости движения частицы мы можем приравнять
все релятивистские соотношения к нулю. Тогда, разложив косинус
в ряд cos b= 1− b2

2! +
b4

4! − . . . ≈ 1− b2

2! (что всегда можно сделать на
малом участке траектории), наше выражение для трёхмерной тра-
ектории частицы зазеркалья (3.270) принимает вид

x = x(0) +
eE

(
y − y(0)

)2

2m(0) ẏ
2
(0)

, (3.272)
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т.е. уравнение параболы. Это означает, что заряженная частица за-
зеркалья на малой скорости, как и частица нашего мира движется
по параболе. Таким образом, релятивистская заряженная частица
нашего мира движется в однородном стационарном электрическом
поле по цепной линии, при малых скоростях переходящей в пара-
болу. Релятивистская заряженная частица зазеркалья движется по
гармонической траектории, на малых участках которой, при малой
скорости, её движение (как и частицы нашего мира) происходит по
параболе. При этом для заряженной частицы зазеркалья не суще-
ствует светового барьера, так как уравнение её траектории содер-
жит релятивистский корень со знаком “плюс”, а не “минус”.

3.12 Движение заряженной частицы в стационарном магнит-
ном поле

Рассмотримдвижение заряженной частицы в случае, когда элек-
трическая составляющая поля отсутствует, а присутствует лишь
стационарное магнитное поле. Тогда

Ei =
∗∂φ

∂xi −
φ

c2 Fi =
∂φ

∂xi −
φ

c2

1

1 − w
c2

∂w
∂xi = 0 , (3.273)

H∗i =
1
2
εimnHmn =

1
2
εimn

(
∂qm

∂xn −
∂qn

∂xm −
2φ
c

Amn

)
, 0 , (3.274)

так как в “чисто” магнитном поле (φ= const и Ei = 0), т.е. гравита-
ционным воздействием можно пренебречь. Из второго выражения
видно, что магнитная напряжённость H∗i отлична от нуля, если
выполняется хотя бы одно из условий:
1) поле потенциала qi является вихревым, что иначе означает

∂qi
∂xk −

∂qk
∂x i , 0;

2) пространство является неголономным, т.е. Aik , 0.
Мы будем рассматривать движение частицы для общего случая,

когда имеютместо оба условия, так как неголономное пространство
будет нами использовано в главе 4 как базовое пространство для ча-
стицы обладающей спином (внутренним механическим моментом).
Как и в предыдущем параграфе, будем полагать деформацию про-
странства равной нулю, а трёхмерную метрику евклидовой gik = δik.
Однако наблюдаемая метрика hik =−gik +

1
c2 vi vk в данном случае
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негалилеева, так как в неголономном пространстве, совершенно
очевидно, hik ,−gik по причине vi , 0.

Пусть пространство отсчёта вращается относительно оси z с по-
стоянной угловой скоростью Ω12 =−Ω21 =Ω. Тогда линейная ско-
рость вращения пространства vi =Ωik xk имеет две не равные нулю
компоненты v1 =Ωy и v2 =−Ω x, а у тензора неголономности от-
личны от нуля лишь компоненты A12 =−A21 =−Ω. В этом случае
метрика принимает вид

ds2 = c2dt2 − 2Ωydtdx + 2Ω xdtdy − dx2 − dy2 − dz2. (3.275)

В пространстве с такой метрикой Fi = 0 и Dik = 0. В дальнейшем
мы будем пользоваться этой метрикой при исследовании движения
заряженной частицы в стационарных полях.

В предыдущем параграфе, посвящённом движению в стацио-
нарном электрическом поле, мы дополнительно полагали символы
Кристоффеля равными нулю, т.е. рассматривали движение частицы
в галилеевой системе отчёта (пространство Минковского). Однако,
в этом параграфе трёхмерная наблюдаемая метрика hik не являет-
ся евклидовой из-за наличия собственного вращения пространства.
Поэтому х.и.-символыКристоффеля (1.47) не равнынулюи должны
быть учтены в уравнениях.

Если линейная скорость вращения пространства не является
пренебрежимо малой по сравнению со скоростью света, то компо-
ненты наблюдаемого метрического тензора hik равны

h11 = 1+
Ω2y2

c2 , h22 = 1+
Ω2x2

c2 , h12 = −
Ω2xy

c2 , h33 = 1, (3.276)

тогда определитель этого тензора и ненулевые компоненты обрат-
ной матрицы hik принимают следующий вид

h = det ∥hik∥ = h11h22 − h2
12 = 1 +

Ω2
(
x2 + y2

)
c2 , (3.277)

h11 =
1
h

(
1 +
Ω2x2

c2

)
, h22 =

1
h

(
1 +
Ω2y2

c2

)

h12 =
Ω2xy
hc2 , h33 = 1


. (3.278)
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Соответственно, не равные нулю компоненты х.и.-символов
Кристоффеля ∆i

jk (1.47) равны

∆1
11 = −

2Ω4xy2

c4
[
1 + Ω

2(x2+y2)
c2

] , (3.279)

∆1
12 =

Ω2y
(
1 + 2Ω2 x2

c2

)
c2

[
1 + Ω

2(x2+y2)
c2

] , (3.280)

∆1
22 = −

2Ω2x
c2

1 + Ω
2 x2

c2

1 + Ω
2(x2+y2)

c2

, (3.281)

∆2
11 = −

2Ω2y

c2

1 + Ω
2y2

c2

1 + Ω
2(x2+y2)

c2

, (3.282)

∆2
12 =

Ω2x
(
1 + Ω

2y2

c2

)
c2

[
1 + Ω

2(x2+y2)
c2

] , (3.283)

∆2
22 = −

2Ω4x2y

c4
[
1 + Ω

2(x2+y2)
c2

] . (3.284)

Теперь приступим к решению уравнений движения в стацио-
нарном магнитном поле. Для упрощения вычислений положим, что
четырёхмерный потенциал поля Aα направлен по касательной к че-
тырёхмерной траектории частицы. Так как электрическая составля-
ющая поля отсутствует, правая часть скалярного уравнения движе-
ния равна нулю. Таким образом, х.и.-уравнения движения массовой
заряженной частицы нашего мира (3.208, 3.209) в стационарном
магнитном поле принимают вид

dm
dτ
= 0 , (3.285)

d
dτ

(
mvi) + 2mA·ik·v

k + m∆i
nk vnvk = −

e
c
εikmvk H∗m . (3.286)



3.12 Движение заряда в стационарном магнитном поле 137

Для массовой заряженной частицы зазеркалья, движущейся в
стационарном магнитном поле, уравнения движения таковы

−
dm
dτ
= 0 , (3.287)

d
dτ

(
mvi) + m∆i

nk vnvk = −
e
c
εikmvk H∗m . (3.288)

После интегрирования теоремы живых сил для частицы нашего
мира и частицы зазеркалья, соответственно, получаем

m=
m0√
1 − v2

c2

= const= B , −m=
m0√
1 − v2

c2

= const= B̃ , (3.289)

где B и B̃ постоянные интегрирования. Это означает, что v2 = const,
т.е. модуль наблюдаемой скорости частицы остаётся постоянным в
отсутствии электрической составляющей поля.

Тогда векторные уравнения движения для частицы нашего мира
(3.286) можно записать следующим образом

dvi

dτ
+ 2A·ik·v

k + ∆i
nk vnvk = −

e
mc

εikmvk H∗m . (3.290)

Соответственно, векторные уравнения движения частицы за-
зеркалья (3.288) принимают вид

dvi

dτ
+ ∆i

nk vnvk = −
e

mc
εikmvk H∗m . (3.291)

Напряжённость магнитного поля в этих уравнениях определя-
ется из уравнений Максвелла для стационарного электромагнит-
ного поля (3.215, 3.216), которые, в отсутствии электрической на-
пряжённости и при используемых в этом параграфе ограничениях,
принимают следующий вид

Ω∗mH∗m = −2πcρ

εikm ∗∇k
(
H∗m
√

h
)
=

4π
c

j i
√

h

 I , (3.292)

∗∇i H∗i =
∂H∗i

∂xi +
∂ ln
√

h
∂xi H∗i = 0

 II . (3.293)



138 Глава 3 Заряженная частица в псевдоримановом пространстве

Из первого уравнения первой группы следует, что скалярное
произведение псевдовекторов поля неголономности пространства
и напряжённости магнитного поля есть функция плотности рас-
пределения заряда. Соответственно, если плотность заряда ρ= 0,
псевдовекторы Ω∗i и H∗i взаимно ортогональны. Рассмотрим раз-
личные случаи ориентации магнитного поля по отношения к полю
неголономности пространства.

3.12.1 Магнитное поле сонаправлено с полем неголономности

Пусть псевдовектор напряжённости магнитного поля H∗i на-
правлен вдоль оси z, т.е. так же как и псевдовектор угловой скоро-
сти вращения пространства Ω∗i = 1

2 ε
ikmAkm. Тогда у псевдовектора

угловой скорости отлична от нуля компонента Ω∗3 =Ω, а у псевдо-
вектора магнитной напряжённости

H∗3 =
1
2
ε3mnHmn =

1
2

(
ε312H12 + ε

321H21
)
= H12 =

=
φ

c

(
∂v1

∂x
−
∂v2

∂y

)
+

2φ
c
Ω .

(3.294)

Условие постоянства скалярного электромагнитного потенци-
ала (φ= const) является следствием равенства нулю электрической
компоненты электромагнитного поля. При условии φ= const урав-
нения Максвелла 1-й группы (3.292) принимают следующий вид

Ω∗3 H∗3 =
Ωφ

c

(
∂v1

∂x
−
∂v2

∂y

)
+

2φΩ2

c
= −2πcρ

∂

∂y

(
H∗3
√

h
)
=

4π
c

j1
√

h

−
∂

∂x
(
H∗3
√

h
)
=

4π
c

j2
√

h

j3 = 0


. (3.295)

Уравнения 2-й группы (3.293) являются тривиальными, так как
сводятся к простому соотношению ∂H∗3

∂z = 0, т.е. H∗3 = const. Факти-
чески это означает, что рассматриваемое нами стационарное маг-
нитное поле является однородным вдоль оси z. В дальнейшем мы
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будем считать стационарное магнитное поле полностью однород-
ным, т.е. H∗i = const.

Тогда из первого уравнения 1-й группы (3.295) следует, что
магнитное поле является однородным, если(

∂v1

∂x
−
∂v2

∂y

)
= const, ρ = −

φΩ2

πc2 = const. (3.296)

Таким образом, плотность заряда ρ> 0, если скалярный потен-
циал поля φ< 0. В этом случае остальные уравнения 1-й группы
(3.295) примут следующий вид

j1 =
c

4π
∂ ln
√

h
∂y

j2 =
c

4π
∂ ln
√

h
∂x

j3 = 0


. (3.297)

Отсюда, так как h = 1+ Ω
2(x2+y2)

c2 (3.277), следует: вектор тока в
стационарном однородном магнитном поле не равен нулю только
при сильном поле неголономности, т.е. когда скорость вращения
пространства сравнима со скоростью света. В слабом поле неголо-
номности h= 1, следовательно j1 = j2 = 0.

Теперь, зная магнитную напряжённость из уравнений Максвел-
ла, запишем покомпонентно векторные уравнения движения заря-
женной массовой частицы (3.290, 3.291) в нашем мире

ẍ +
2Ω
h

[
Ω2xy ẋ

c2 +

(
1 +
Ω2x2

c2

)
ẏ

]
+ ∆1

11 ẋ2 + 2∆1
12 ẋ ẏ +

+ ∆1
22 ẏ

2 = −
eH
mc

[
−
Ω2xy ẋ

c2 +

(
1 +
Ω2x2

c2

)
ẏ

]

ÿ −
2Ω
h

[
Ω2xyẏ

c2 +

(
1 +
Ω2y2

c2

)
ẋ
]
+ ∆2

11 ẋ2 + 2∆2
12 ẋ ẏ +

+ ∆2
22 ẏ

2 =
eH
mc

[
−
Ω2xyẏ

c2 +

(
1 +
Ω2y2

c2

)
ẋ
]

z̈ = 0



, (3.298)



140 Глава 3 Заряженная частица в псевдоримановом пространстве

и в зазеркалье

ẍ + ∆1
11 ẋ2 + 2∆1

12 ẋ ẏ + ∆1
22 ẏ

2 =

= −
eH
mc

[
−
Ω2xy ẋ

c2 +

(
1 +
Ω2x2

c2

)
ẏ

]
ÿ + ∆2

11 ẋ2 + 2∆2
12 ẋ ẏ + ∆2

22 ẏ
2 =

=
eH
mc

[
−
Ω2xyẏ

c2 +

(
1 +
Ω2y2

c2

)
ẋ
]

z̈ = 0



. (3.299)

Члены в правых частях уравнений, содержащие Ω2

c2 , возника-
ют вследствие того, что при вращении пространства трёхмерная
наблюдаемая метрика hik не является евклидовой. Поэтому в рас-
сматриваемом случае есть различие между контравариантными и
ковариантными компонентами наблюдаемой скорости. В правые ча-
сти уравнений входят ковариантные компоненты скорости

v2 = h21v1 + h22v2 = −
Ω2xy

c2 ẋ +
(
1 +
Ω2x2

c2

)
ẏ , (3.300)

v1 = h11v1 + h12v2 = −
Ω2xy

c2 ẏ +

(
1 +
Ω2y2

c2

)
ẋ . (3.301)

Если вращение пространства отсутствует, т.е. Ω= 0, то уравне-
ния движения заряженной массовой частицы нашего мира (3.298) с
точностью до знака совпадают с уравнениями движения в стацио-
нарном однородноммагнитномполе, приведёнными в книгеЛандау
и Лифшица (см. формулу 21.2 в §21 Теории поля)

ẍ =
eH
mc

ẏ , ÿ = −
eH
mc

ẋ , z̈ = 0 , (3.302)

тогда как из наших уравнений (3.298) следует

ẍ = −
eH
mc

ẏ , ÿ =
eH
mc

ẋ , z̈ = 0 . (3.303)

Это отличие обусловлено тем, что Ландау и Лифшиц положи-
ли в силе Лоренца магнитную напряжённость со знаком “плюс”, а
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она у нас имеет знак “минус”, что, впрочем, не является принци-
пиальным, так как связано с выбором сигнатурных условий. Если
пространство вращается (неголономно), то в уравнения движения
входят члены, содержащие Ω, Ω2

c2 , и Ω
4

c4 .
В сильном поле неголономности решение уравнений движения

— довольно сложная задача, возможно, в будущем их удастся ре-
шитьметодамиприближенных вычислений намашинах (результаты
были бы довольно интересными).Мы будем искать точные решения
в слабом поле неголономности, т.е. пренебрегая членами второго
и высших порядков малости. В этом случае уравнения движения
(3.298, 3.299) примут следующий вид: для заряженной массовой
частицы нашего мира

ẍ + 2Ω ẏ = −
eH
mc

ẏ , ÿ − 2Ω ẋ =
eH
mc

ẋ , z̈ = 0 , (3.304)

для заряженной массовой частицы зазеркалья

ẍ = −
eH
mc

ẏ , ÿ =
eH
mc

ẋ , z̈ = 0 . (3.305)

Вначале решимуравнениядля частицынашегомира.Уравнение
движения вдоль оси z интегрируется сразу. Его решение

z = ż(0)τ + z(0) . (3.306)

Отсюда видно: если в начальный момент скорость частицы в
направлении оси z равна нулю, частица будет перемещаться толь-
ко в плоскости xy. Остальные два уравнения движения из (3.304)
перепишем в виде

dẋ
dτ
= − (2Ω + ω) ẏ ,

dẏ
dτ
= (2Ω + ω) ẋ , (3.307)

где, для удобства записи, мы обозначаем ω= eH
mc . Такое же обозна-

чение использовали Ландау и Лифшиц в §21 Теории поля.
Далее, выразим ẋ из второго уравнения, продифференцируем

его по наблюдаемому времени и подставим в первое уравнение. В
результате получаем уравнение

d2ẏ

dτ2 + (2Ω + ω)2 ẏ = 0 , (3.308)
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т.е. уравнение колебаний, решение которого имеет вид

ẏ = C1 cos (2Ω + ω) τ +C2 sin (2Ω + ω) τ , (3.309)

где C1 = ẏ(0) и C2 =
ÿ(0)

2Ω+ω константы интегрирования. Подставляя ẏ
(3.309) в первое уравнение (3.307), получаем

dẋ
dτ
= − (2Ω + ω) ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ − ÿ(0) sin (2Ω + ω) τ , (3.310)

или, после интегрирования

ẋ = ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ −
ÿ(0)

2Ω + ω
cos (2Ω + ω) τ +C3 , (3.311)

где константа интегрирования C3 = ẋ(0) +
ÿ(0)

2Ω+ω .
После подстановки всех констант полученные выражения для ẋ

(3.311) ẏ (3.309) принимают окончательный вид

ẋ = ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ −
ÿ(0)

2Ω + ω
cos (2Ω + ω) τ+

+ ẋ(0) +
ÿ(0)

2Ω + ω
,

(3.312)

ẏ = ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ +
ÿ(0)

2Ω + ω
sin (2Ω + ω) τ . (3.313)

Таким образом, выражения для компонент скорости частицы
ẋ и ẏ в стационарном однородном магнитном поле суть уравне-
ния гармонических колебаний с частотой, равной, при слабом поле
неголономности, 2Ω+ω= 2Ω+ eH

mc .
Из интегралаживых сил в стационарноммагнитномполе (3.289)

следует, что квадрат скорости частицы — величина постоянная.
Вычисляя квадрат физической наблюдаемой скорости для частицы
нашего мира, получаем, что величина

v2 = ẋ2
(0) + ẏ

2
(0) + ż2

(0) + 2
(
ẋ(0) +

ÿ(0)

2Ω + ω

)
×

×

[
ÿ(0)

2Ω + ω
+ ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ −

ÿ(0)

2Ω + ω
cos (2Ω + ω) τ

] (3.314)

является постоянной (v2 = const) при условии, что константа инте-
грирования C3 равна тому же выражению, что и в уравнении для
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ẋ (3.311), которое мы получили ранее, то есть эта константа равна
C3 = ẋ(0) +

ÿ(0)

2Ω+ω = 0.
Интегрируя ẋ и ẏ по наблюдаемому времени τ, получаем коор-

динаты заряженной частицы нашего мира, движущейся в стацио-
нарном однородном магнитном поле

x =
[

ÿ(0)

2Ω + ω
sin (2Ω + ω) τ − ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ

]
×

×
1

2Ω + ω
+

(
ẋ(0) +

ÿ(0)

2Ω + ω

)
τ +C4 ,

(3.315)

y =

[
ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ +

ÿ(0)

2Ω + ω
cos (2Ω + ω) τ

]
×

×
1

2Ω + ω
+C5 ,

(3.316)

где константы интегрирования

C4 = x(0) +
ẏ(0)

2Ω + ω
, C5 = y(0) +

ÿ(0)

(2Ω + ω)2
. (3.317)

Из выражения для координаты x видно: частица совершает гар-
моническое колебание в направлении x, если выполняется соотно-
шение ẋ(0) +

ÿ(0)

2Ω+ω = 0. Это является также условием постоянства
квадрата скорости частицы (3.314), т.е. удовлетворяет интегралу
живых сил.

С учётом этого мы получаем уравнение траектории частицы в
плоскости xy

x2 + y2 =
1

(2Ω + ω)2

 ẏ2
(0) +

ÿ2
(0)

(2Ω + ω)2

 − 2C4

2Ω + ω
×

×

[
ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ +

ÿ(0)

2Ω + ω
sin (2Ω + ω) τ

]
+

+

[
ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ +

ÿ(0)

2Ω + ω
cos (2Ω + ω) τ

]
×

×
2C5

2Ω + ω
+C2

4 +C2
5 .

(3.318)

Если положить в начальный момент ÿ(0) = 0, а также константы
интегрирования C4 и C5 равными нулю, то полученные нами выра-
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жения для координат частицы (3.315, 3.316), существенно упроща-
ются

x = −
1

2Ω + ω
ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ , (3.319)

y =
1

2Ω + ω
ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ . (3.320)

Тогда наше уравнение траектории (3.318) принимает вид про-
стого уравнения окружности

x2 + y2 =
ẏ2

(0)

(2Ω + ω)2
. (3.321)

Таким образом, если начальная скорость заряженной частицы
нашего мира относительно оси направления стационарного магнит-
ного поля (оси z) равна нулю, частица движется в плоскости xy по
окружности радиусом

r =
ẏ(0)

2Ω + ω
=

ẏ(0)

2Ω + eH
mc

, (3.322)

зависящим от напряжённости поля и скорости вращения простран-
ства. Если начальная скорость частицы в направлении магнитного
поля отлична от нуля, её движение происходит по винтовой линии
радиусом r.

В общем случае частица описывает в плоскости xy эллипс
(3.318), форма которого отклоняется от окружности в зависимо-
сти от начальных условий движения частицы.

Как легко видеть, полученное нами решение полностью совпа-
дает с решением из §21 Теории поля

x = −
1
ω
ẏ(0) cosωτ , y =

1
ω
ẏ(0) sinωτ , (3.323)

если положить вращение пространстваΩ= 0, т.е. в отсутствии поля
неголономности. Тогда радиус траектории частицы r= ẏ(0)

ω
= mc

eH ẏ(0)
не зависит от скорости вращения пространства. Если Ω, 0, поле
неголономности пространства возмущает движение частиц в маг-
нитном поле, складываясь с полем магнитной напряжённости, что
проявляется в уравнениях теории в виде поправки 2Ω к величине
ω= eH

mc . Заметим, мы рассмотрели частицы лишь в слабом поле
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неголономности. В сильном поле неголономности, когда величину
Ω нельзя считать пренебрежимо малой по сравнению со скоростью
света, эти влияния сказываются ещё сильнее.

Вместе с тем в неголономном пространстве аргумент тригоно-
метрических функций в наших уравнениях содержит сумму двух
членов, один из которых является следствием взаимодействия за-
ряда частицы с напряжённостью магнитного поля, а другой —
проявлением вращения самого пространства, не зависящим ни от
электрического заряда частицы, ни от наличия магнитного поля.
Это позволяет рассмотреть два особых случая движения частицы в
неголономном пространстве.

В первом случае, когда частица является электрически нейт-
ральной или магнитное поле отсутствует, её движение будет таким
же, как и под действием магнитной составляющей силы Лоренца,
только за счёт влияния угловой скорости вращения пространства
2Ω, сравнимой с величиной ω= eH

mc .
Насколько это может проявиться в реальной жизни? Чтобы от-

ветить на этот вопрос, необходимо хотя бы приблизительно оце-
нить отношение величин скорости вращения пространства Ω и на-
пряжённости магнитного поля H в каком-то конкретном случае.
Лучше всего это сделать на примере атома, так как в масштабах
электронных орбит электромагнитное взаимодействие на несколь-
ко порядков превосходит остальные, и, кроме того, орбитальные
скорости электронов сравнительно велики.

Сделать такую оценку нам поможет движение заряженной ча-
стицы в однородном стационарном магнитном поле, при условии

eH
mc
= −2Ω , (3.324)

и, следовательно, аргумент тригонометрических функций в урав-
нениях движения становится равным нулю.

Рассмотрим систему отсчёта наблюдателя, пространство отсчё-
та которого связано с атомным ядром. Будем полагать, что элек-
троны движутся по своим орбитальным траекториям вследствие их
увлечения вращением пространства ядра. Будем также считать это
увлечение полным, т.е. коэффициент увлечения, равным единице
и, следовательно, скорость орбитального движения электрона, рав-
ной скорости вращения пространства ядра на этой орбите. Тогда
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для электрона в атоме искомое отношение (в СГСЭ и гауссовой
системе единиц) равно

Ω

H
= −

e
2mec

= −
4.8 ×10−10

18.2 ×10−28 3.0 ×1010 =

= −8.8 ×106 см1/2 грамм−1/2,

(3.325)

где знак “минус” — следствие того, что Ω и H при рассматривае-
мом соотношении (3.324) направлены в противоположные стороны.
Таким образом, поле неголономности пространства ядра является
основным фактором, влияющим на движение орбитального элек-
трона, по сравнению с магнитной составляющей связывающей их
силы Лоренца.

Теперь перейдём к решению уравнений движения частицы за-
зеркалья в стационарном однородном магнитном поле (3.305), ко-
торые совпадают с уравнениями движения в отсутствии поля него-
лономности пространства [10]

ẍ = −ωẏ , ÿ = ω ẋ , z̈ = 0 . (3.326)

Решение третьего уравнения движения (вдоль оси z) есть три-
виальный интеграл z= ż(0)τ+ z(0).

Уравнения движения вдоль осей x и y аналогичны уравнениям
для частицы нашего мира, только в аргументе тригонометрических
функций вместо ω+ 2Ω стоит ω

ẋ = ẏ(0) sinωτ −
ÿ(0)

ω
cosωτ + ẋ(0) +

ÿ(0)

ω
, (3.327)

ẏ = ẏ(0) cosωτ +
ÿ(0)

ω
sinωτ , (3.328)

и суть уравнения гармонических колебаний с частотой ω= eH
mc . Их

решения, т.е. выражения для координат частицы зазеркалья в ста-
ционарном однородном магнитном поле, имеют вид

x =
1
ω

(
ÿ(0)

ω
sinωτ − ẏ(0) cosωτ

)
+

(
ẋ(0) +

ÿ(0)

ω

)
τ +C4 , (3.329)

y =
1
ω

(
ẏ(0) sinωτ +

ÿ(0)

ω
cosωτ

)
+C5 , (3.330)
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где константы интегрирования равны

C4 = x(0) +
ẏ(0)

ω
, C5 = y(0) +

ÿ(0)

ω2 . (3.331)

Какмы уже упоминали, из интеграла живых сил в стационарном
магнитном поле (3.289) следует постоянство релятивистской мас-
сы частицы и, следовательно, квадрата её наблюдаемой скорости.
Тогда, возводя в квадрат решения для скоростей ẋ, ẏ, ż, частицы
зазеркалья и складывая их, получаем, что величина

v2 = ẋ2
(0) + ẏ

2
(0) + ż2

(0) +

+ 2
(
ẋ(0) +

ÿ(0)

ω

) (
ÿ(0)

ω
+ ẏ(0) sinωτ −

ÿ(0)

ω
cosωτ

) (3.332)

является постоянной v2 = const, если выполняется условие

ẋ(0) +
ÿ(0)

ω
= 0 . (3.333)

Из выражения для координаты x (3.329) следует, что частица
совершает колебания чисто гармонического типа в направлении x,
если выполняется это же условие.

С учётом этого, возводя в квадрат и суммируя полученные вы-
ражения для координат x (3.329) и y (3.330) частицы зазеркалья в
стационарном однородном магнитном поле, получаем уравнение её
траектории в плоскости xy

x2 + y2 =

=
1
ω2

ẏ2
(0) +

ÿ2
(0)

ω2

 − 2C4

ω

(
ẏ(0) cosωτ +

ÿ(0)

ω
sinωτ

)
+

+

(
ẏ(0) sinωτ +

ÿ(0)

ω
cosωτ

)
2C5

ω
+C2

4 +C2
5 ,

(3.334)

которое отличается от уравнения траектории частицы нашего мира
(3.318) лишь заменой ω+ 2Ω на ω и значениями констант интегри-
рования (3.331).

Таким образом, заряженная частица зазеркалья, начальная ско-
рость которой вдоль оси z (направление напряжённости магнитного
поля) равна нулю, движется по эллипсу в плоскости xy.
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Если положить ÿ(0), а также константы C4 и C5, равными нулю,
решения для координат примут более простой вид

x = −
1
ω
ẏ(0) cosωτ , y =

1
ω
ẏ(0) sinωτ . (3.335)

В этом упрощённом случае частица зазеркалья, покоящаяся в
направлении поля, описывает в плоскости xy окружность

x2 + y2 =
ẏ2

(0)

ω2 (3.336)

радиусом r= ẏ(0)

ω
= mc

eH ẏ(0). Соответственно, если начальная скорость
частицы зазеркалья вдоль напряжённости магнитного поля (оси z)
не равна нулю, она движется по винтовой линии вокруг направления
магнитного поля.

Такимобразом, движение заряженной частицы зазеркалья в ста-
ционарномоднородноммагнитномполе такоеже, как и для частицы
нашего мира в отсутствии поля неголономности пространства.

3.12.2 Магнитное поле ортогонально полю неголономности

Рассмотрим случай, когда псевдовектор напряжённости маг-
нитного поля H∗i ортогонален псевдовектору поля неголономно-
сти пространства Ω∗i = 1

2 ε
ikmAkm. Тогда из первого уравнения 1-й

группы уравнений Максвелла для стационарного магнитного поля
(3.292) следует, что плотность заряда ρ= 0.

Пусть напряжённость магнитного поля направлена вдоль оси y
(отлична от нуля только компонента H∗2 =H), а поле неголономно-
сти по-прежнему направлено вдоль оси z (отлична от нуля только
компонента Ω∗3 =Ω). Будем считать также, что магнитное поле не
только стационарно, но и однородно.

В этом случае единственная не равная нулю компонента маг-
нитной напряжённости равна

H∗2 = H31 =
φ

c

(
∂v3

∂x
−
∂v1

∂z

)
= const . (3.337)

Тогда уравнения движения частицы нашего мира при слабом
поле неголономности будут иметь вид

ẍ + 2Ω ẏ =
eH
mc

ż , ÿ − 2Ω ẋ = 0 , z̈ = −
eH
mc

ẋ , (3.338)



3.12 Движение заряда в стационарном магнитном поле 149

или, обозначая ω = eH
mc ,

ẍ + 2Ω ẏ = ω ż , ÿ − 2Ω ẋ = 0 , z̈ = −ω ẋ . (3.339)

Продифференцируем первое уравнение по τ и подставим в него
ÿ и z̈ из второго и третьего уравнений

...
x +

(
4Ω2 + ω2

)
ẋ = 0 . (3.340)

Произведя замену переменных ẋ= p, получаем обычное урав-
нение колебаний

p̈ + ω̃2 p = 0 , ω̃ =
√

4Ω2 + ω2 =

√
4Ω2 +

(eH
mc

)2
, (3.341)

решение которого имеет вид

p = C1 cos ω̃τ +C2 sin ω̃τ , (3.342)

гдеC1 = ẋ(0) иC2 =
ẍ(0)

ω̃2 константы интегрирования. Интегрируя ẋ= p
по τ, находим выражение для координаты x

x =
ẋ(0)

ω̃
sin ω̃τ −

ẍ(0)

ω̃2 cos ω̃τ + x(0) +
ẍ(0)

ω̃2 , (3.343)

где x(0) +
ẍ(0)

ω̃2 =C3 постоянная интегрирования.
Подставляя ẋ= p (3.342) в уравнения движения относительно

осей y и z (3.339), после интегрирования получаем

ẏ =
2Ω
ω̃

ẋ(0) sin ω̃τ −
2Ω
ω̃2 ẍ(0) cos ω̃τ + ẏ(0) +

2Ω
ω̃2 ẍ(0) , (3.344)

ż =
ω

ω̃2 ẍ(0) cos ω̃τ −
ω

ω̃
ẋ(0) sin ω̃τ + ż(0) −

ω

ω̃2 ẍ(0) , (3.345)

где ẏ(0) +
2Ωẍ(0)

ω̃2 =C4 и ż(0) −
ωẍ(0)

ω̃2 =C5 постоянные интегрирования.
Далее, интегрируя это уравнение по τ, находим выражения для
координат y и z

y = −
2Ω
ω̃2

(
ẋ(0) cos ω̃τ +

ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
+ ẏ(0)τ+

+
2Ω
ω̃2 ẍ(0)τ + y(0) +

2Ω
ω̃2 ẋ(0) ,

(3.346)
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z =
ω

ω̃2

(
ẋ(0) cos ω̃τ +

ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
+ ż(0)τ −

−
ω

ω̃2 ẍ(0)τ + z(0) −
ω

ω̃2 ẋ(0) ,

(3.347)

в которых y(0) +
2Ω ẋ(0)

ω̃2 =C6 и z(0) −
ω ẋ(0)

ω̃2 =C7.
Если Ω= 0, т.е. в отсутствии вращения пространства, а также

при равенстве нулю некоторых констант интегрирования, получен-
ные нами уравнения полностью совпадают с известными выраже-
ниями релятивистской электродинамики для случая, когда стацио-
нарное однородное магнитное поле направлено вдоль оси z

x =
ẋ(0)

ω
sin ω̃τ , y = y(0) + ẏ(0)τ , z =

ẋ(0)

ω
cos ω̃τ . (3.348)

Так как из интеграла живых сил следует постоянство квадрата
наблюдаемой скорости частицы в стационарном магнитном поле,
вычислим величину v2 = ẋ2 + ẏ2 + ż2. Подставляя найденные выра-
жения для компонент скорости, получаем

v2 = ẋ2
(0) + ẏ

2
(0) + ż2

(0) +
2
ω̃

(
ẍ(0) + 2Ω ẏ(0) − ω ż(0)

)
×

×

(
ẍ(0)

ω̃
+ ẋ(0) sin ω̃τ −

ẍ(0)

ω̃
cos ω̃τ

)
,

(3.349)

т.е. v2 = const при условии

ẍ(0) + 2Ω ẏ(0) − ω ż(0) = 0 . (3.350)

Уравнение траектории частицы в стационарном однородном
магнитном поле, ортогональном полю неголономности, находим,
вычисляя x2 + y2 + z2. В результате получается довольно сложное
выражение

x2 + y2 + z2 =
1
ω̃2

ẋ2
(0) +

ẍ2
(0)

ω̃2

 +C2
3 +C2

6 +C2
7 +

+
(
C2

4 +C2
5

)
τ2 + 2 (C4 C6 +C5 C7) τ +

[
(ωC7 − 2ΩC6)+

+ 2 (ωC5 − 2ΩC6) τ
] (

ẋ(0) cos ω̃τ +
ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
1
ω̃2 +

+
2C3

ω̃2

(
ẋ(0) cos ω̃τ −

ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
,

(3.351)
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в котором присутствуют линейный и квадратичный (по времени)
члены, а также параметрический член и два гармонических члена.
В частном случае, если положить константы интегрирования равны-
ми нулю, полученное выражение (3.351) принимает вид обычного
уравнения сферы

x2 + y2 + z2 =
1
ω̃2

ẋ2
(0) +

ẍ2
(0)

ω̃2

 , (3.352)

радиус которой равен

r =
1
ω̃

√
ẋ2

(0) +
ẍ2

(0)

ω̃2 , (3.353)

где частота равна ω̃=
√

4Ω2 +ω2 =

√
4Ω2 +

(
eH
mc

)2
.

Таким образом, заряженная частица нашего мира движется в
стационарном однородном магнитном поле, ортогональном полю
неголономности, по поверхности сферы с радиусом, являющимся
функцией магнитной напряжённости и скорости вращения прост-
ранства. В частном случае, когда поле неголономности простран-
ства отсутствует, а начальное ускорение частицы равно нулю, на-
ше уравнение траектории существенно упрощается, принимая вид
уравнения сферы

x2 + y2 + z2 =
1
ω2 ẋ2

(0) , r =
1
ω

ẋ(0) =
mc
eH

ẋ(0) (3.354)

с радиусом, зависящим только от взаимодействия заряда частицы с
магнитным полем — результат, хорошо известный в электродина-
мике (см. §21 в Теории поля). Для частицы зазеркалья, движущейся
в стационарном однородном магнитном поле, ортогональном полю
неголономности, уравнения движения имеют вид

ẍ =
eH
mc

ż , ÿ = 0, z̈ = −
eH
mc

ẋ , (3.355)

который отличается от уравнений движения частицы нашего мира
(3.338) лишь отсутствием членов, включающих скорость вращения
пространстваΩ. На практике это приводит к тому, что в зазеркалье
решения уравнений просто не зависят от вращения пространства и
совпадают с приведёнными решениями для нашего мира в отсут-
ствии поля неголономности.
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3.13 Движение заряженной частицыв стационарном электро-
магнитном поле

В этом параграфе нам предстоит исследовать движение заря-
женной частицы в том случае, когда одновременно присутствуют
электрическая и магнитная составляющие стационарного однород-
ного электромагнитного поля. В качестве “фона” мы рассмотрим
неголономное пространство, вращающееся относительно оси z с
постоянной угловой скоростьюΩ12 =−Ω21 =Ω, т.е. пространство с
метрикой вида (3.275). В пространстве с такой метрикой мы имеем
Fi = 0 и Dik = 0.

Мы будем решать задачу в приближении, что поле неголоном-
ности является слабым, следовательно, трёхмерное наблюдаемое
пространство имеет евклидову метрику. В этом случае уравнения
Максвелла для стационарного поля (3.215, 3.216) принимают сле-
дующий вид

Ω∗m H∗m = −2πcρ

εikm ∇k
(
H∗m
√

h
)
=

4π
c

j i
√

h = 0

 I , (3.356)

Ω∗m Em = 0

εikm ∇k
(
Em
√

h
)
= 0

 II , (3.357)

так как условием наблюдаемой однородности поля является ра-
венство нулю его х.и.-производной [9], а в рассматриваемом кон-
кретном случае х.и.-символы Кристоффеля равны нулю (метрика
является галилеевой) и х.и.-производная совпадает с обычной про-
изводной. Таким образом, из уравнений Максвелла следует, что в
данном случае выполняются следующие условия:
1) поле неголономности и электрическое поле взаимно ортого-

нальны (Ω∗m Em = 0);
2) поле неголономности имагнитное поле взаимно ортогональны

(Ω∗m H∗m= 0), таким образом, плотность электрических заря-
дов равна нулю (ρ= 0);

3) ток отсутствует ( j i = 0).
Последнее условие свидетельствует, что присутствие тока j i , 0

является следствием неоднородности магнитного поля. Итак, по-
скольку поле неголономности ортогонально электрическому полю,
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можно рассматривать движение частицы при двух случаях взаим-
ной ориентации полей:
1) H⃗⊥ E⃗ и H⃗ ∥ Ω⃗;
2) H⃗ ∥ E⃗ и H⃗⊥ Ω⃗.
В обоих случаях условимся: вектор электрической напряжён-

ности направлен вдоль оси x. При используемой метрике (3.275)
псевдовектор вращения пространства направлен вдоль оси z. Та-
ким образом, в первом случае магнитная напряжённость направле-
на вдоль оси z, во втором случае — вдоль оси x.

Уравнения движения заряженной частицы в стационарном
электромагнитном поле при условии, что вектор электрической на-
пряжённости поля направлен вдоль оси x, имеют следующий вид:
при движении заряженной частицы нашего мира

dm
dτ
= −

eE1

c2

dx
dτ

, (3.358)

d
dτ

(
mvi) + 2mA·ik·v

k = − e
(
E i +

1
c
εikmvk H∗m

)
, (3.359)

при движении частицы зазеркалья

dm
dτ
=

eE1

c2

dx
dτ

, (3.360)

d
dτ

(
mvi) = − e

(
E i +

1
c
εikmvk H∗m

)
. (3.361)

Как и раньше, рассмотрим случай отталкивания частицы по-
лем. Тогда компоненты напряжённости электрического поля Ei, на-
правленной вдоль оси x, равны*

E1 = Ex =
∂φ

∂x
= const = −E , E2 = E3 = 0 . (3.362)

Интегрирование теоремы живых сил даёт интеграл живых сил
для нашего мира и для зазеркалья (соответственно)

m =
eE
c2 x + B , m = −

eE
c2 x + B̃ . (3.363)

*В галилеевой системе отсчёта нет разницы между контравариантными и ко-
вариантными индексами тензорных величин.
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Здесь B константа интегрирования в нашем мире и B̃ константа
интегрирования в зазеркалье, вычисляемые из начальных условий
в момент τ= 0, составляют

B = m(0) −
eE
c2 x(0) , B̃ = m(0) +

eE
c2 x(0) , (3.364)

где m(0) значение релятивистской массы и x(0) смещение частицы в
начальный момент. Из полученных интегралов живых сил (3.363)
следует: различия исследуемых случаев, вызванные разной ориен-
тацией магнитной напряжённости H⃗, проявятся лишь в векторных
уравнениях движения, а скалярные уравнения (3.358, 3.360) и их
решения (3.363) будут одинаковыми.

Отметим, что вектор E⃗ можно направить и вдоль оси y, но нельзя
по оси z, так как в пространстве с данной метрикой вдоль оси z
направлено поле неголономности Ω⃗, а из 2-й группы уравнений
Максвелла (3.357) следует, что электрическая напряжённость E⃗
ортогональна полю неголономности Ω⃗.

Теперь, учитывая результаты интегрирования теоремы живых
сил в нашем мире и в зазеркалье (3.363), запишем в покомпо-
нентном виде векторные (пространственные) уравнения движения
частицы в стационарном однородном электрическом и магнитном
полях для всех рассматриваемых случаев.
Случай 1. Пусть H⃗⊥ E⃗ и H⃗ ∥ Ω⃗, т.е. магнитная напряжённость H⃗

направлена вдоль оси z (параллельно полю неголономности).
Тогда из всех компонент напряжённости магнитного поля не

равной нулю является лишь компонента

H∗3 = H12 =
φ

c

(
∂v1

∂y
−
∂v2

∂x

)
+

2φ
c

A12 = const = H . (3.365)

Соответственно, векторные уравнения движения принимают
вид (покомпонентно) для частицы нашего мира

eE
c2 ẋ2 +

(
B +

eE
c2 x

)
(ẍ + 2Ω ẏ) = eE −

eH
c
ẏ

eE
c2 ẋ ẏ +

(
B +

eE
c2 x

)
(ÿ − 2Ω ẋ) =

eH
c

ẋ

eE
c2 ẋ ż +

(
B +

eE
c2 x

)
z̈ = 0


, (3.366)
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а для частицы зазеркалья

eE
c2 ẋ2 +

(
B̃ −

eE
c2 x

)
ẍ = eE −

eH
c
ẏ

eE
c2 ẋ ẏ +

(
B̃ −

eE
c2 x

)
ÿ =

eH
c

ẋ

eE
c2 ẋ ż +

(
B̃ −

eE
c2 x

)
z̈ = 0


. (3.367)

Кроме того, из 1-й группы уравнений Максвелла (3.356) сле-
дует, что в рассматриваемом случае, когда магнитное поле и поле
неголономности параллельны, имеет место условие

Ω∗3 H∗3 = −2πcρ , (3.368)

где Ω∗3 =Ω= const и H∗3 =H = const, т.е. вращение пространства
стационарно и магнитное поле стационарно.

Таким образом, данная взаимная ориентация поля неголоном-
ности и магнитного поля возможна только в том случае, когда плот-
ность электрических зарядов, как источников данного электромаг-
нитного поля, равна нулю ρ, 0.
Случай 2. H⃗ ∥ E⃗, H⃗⊥ Ω⃗ и E⃗ ⊥ Ω⃗, т.е. магнитная и электрическая

напряжённости направлены вдоль оси x, а поле неголономно-
сти по-прежнему вдоль оси z.

В этом случае взаимной ориентации полей из всех компонент
напряжённости магнитного поля не равна нулю только её первая
компонента вдоль оси x

H∗1 = H23 =
φ

c

(
∂v2

∂z
−
∂v3

∂y

)
= const = H, (3.369)

и, соответственно, векторные уравнения движения принимают вид
(покомпонентно) для частицы нашего мира

eE
c2 ẋ2 +

(
B +

eE
c2 x

)
(ẍ + 2Ω ẏ) = eE

eE
c2 ẋ ẏ +

(
B +

eE
c2 x

)
(ÿ − 2Ω ẋ) = −

eH
c

ż

eE
c2 ẋ ż +

(
B +

eE
c2 x

)
z̈ =

eH
c
ẏ


, (3.370)
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а для частицы зазеркалья

eE
c2 ẋ2 +

(
B̃ −

eE
c2 x

)
ẍ = eE

eE
c2 ẋ ẏ +

(
B̃ −

eE
c2 x

)
ÿ = −

eH
c

ż

eE
c2 ẋ ż +

(
B̃ −

eE
c2 x

)
z̈ =

eH
c
ẏ


. (3.371)

Теперь, когда мы выписали уравнения движения заряженной
частицы для всех случаев взаимной ориентации электрического
поля, магнитного поля и поля неголономности, приступим к их
решению.

3.13.1 Магнитное поле ортогонально электрическомуипарал-
лельно полю неголономности пространства

Будем решать векторные уравнения движения заряженной ча-
стицы (3.366, 3.367), полагая абсолютную величину её наблюдаемой
скорости малой по сравнению со скоростью света. Тогда можно счи-
тать массу частицы в начальный момент, равной её массе покоя

m(0) =
m0√
1 − v2

c2

� m0 . (3.372)

Положим также, что численное значение напряжённости элек-
трического поля E настолько мало, что член eE x

c2 стремится к нулю
и, следовательно, им можно пренебречь. В этом случае векторные
уравнения движения заряженной частицы примут следующий вид:
для частицы нашего мира

m0 (ẍ + 2Ω ẏ) = eE −
eH
c
ẏ

m0 (ÿ − 2Ω ẋ) =
eH
c

ẋ

m0 z̈ = 0


, (3.373)

для частицы зазеркалья

m0 ẍ = eE −
eH
c
ẏ , m0 ÿ =

eH
c

ẋ , m0 z̈ = 0 . (3.374)
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Эти уравнения совпадают с уравнениями, выведенными при ре-
шении аналогичной задачи в §22 Теории поля, в том случае, ко-
гда поле вращения пространства отсутствует (иными словами, про-
странство не вращается, Ω= 0), а напряжённость электрического
поля направлена вдоль оси x.

Полученные уравнения для частицы зазеркалья суть частный
случай уравнений для нашего мира приΩ= 0. Поэтому достаточно
проинтегрировать уравнения в нашем мире, а их решения в зазер-
калье получаются автоматически, если положить поле неголоном-
ности пространства Ω= 0.

Интегрируя уравнение движения вдоль оси z, получаем

z = ż(0)τ + z(0) . (3.375)

Интегрируя второе уравнение (вдоль оси y), имеем

ẏ =

(
2Ω +

eH
m0c

)
x +C1 , C1 = ẏ(0) −

(
2Ω+

eH
m0c

)
x(0) . (3.376)

Подставляя ẏ в первое уравнения (3.373), получаем дифферен-
циальное уравнение 2-го порядка относительно x

ẍ + ω2x =
eE
m0
+ ω2x(0) − ωẏ(0) , (3.377)

где ω= 2Ω+ eH
m0 c . Вводя новую переменную

u = x −
A
ω2 , A =

eE
m0
+ ω2x(0) − ωẏ(0) , (3.378)

получаем уравнение гармонических колебаний

ü + ω2u = 0 , (3.379)

решение которого имеет вид

u = C2 cosωτ +C3 sinωτ , (3.380)

где константы интегрирования равны C2 = u(0) и C3 =
u̇(0)
ω .

Возвращаясь к переменной x путём обратной подстановки пере-
менных (т.е. в обратной последовательности по отношению к тому,
как мы делали только что), получаем окончательное выражение для
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искомой координаты x

x =
1
ω

(
ẏ(0) −

eE
m0ω

)
cosωτ +

ẋ(0)

ω
sinωτ+

+
eE

m0ω2 + x(0) −
ẏ(0)

ω
.

(3.381)

Подставляя это выражение для x в уравнение для ẏ (3.376),
после интегрирования получаем выражение для координаты y

y =
1
ω

(
ẏ(0) −

eE
m0ω

)
sinωτ −

ẋ(0)

ω
cosωτ+

+
eE

m0ω2 + y(0) +
ẋ(0)

ω
.

(3.382)

Решения векторных уравнений движения в зазеркалье будут
иметь точно такой же вид, но, так как в зазеркальеΩ= 0, то частота
будет равна ω= eH

m0 c
Энергия частицы нашего мира и частицы зазеркалья, соответ-

ственно, имеет вид E =mc2 и E =−mc2.
Трёхмерный импульс заряженной частицы нашегомира в стаци-

онарном однородном электромагнитном поле (когда магнитное по-
ле ортогонально к электрическому полю и параллельно полю него-
лономности) составляет

p1 = m0 ẋ =
(eE
ω
− m0 ẏ(0)

)
sinωτ + m0 ẋ(0) cosωτ

p2 = m0 ẏ =

(
2Ωm0

ω
+

eH
ωc

) (
eE

m0ω
− ẏ(0)

)
+ m0 ẏ(0) +

+

(
2Ωm0

ω
+

eH
ωc

) [(
ẏ(0) −

eE
m0ω

)
cosωτ + ẋ(0) sinωτ

]
p3 = m0 ż = m0 ż(0)


. (3.383)

Отсюда видно: импульс заряженной частицы нашего мира в рас-
сматриваемой конфигурации полей испытывает гармонические ко-
лебания в направлениях x и y, а в направлении z является линейной
функцией от наблюдаемого времени τ (в случае, когда начальная
скорость частицы ż, 0). Частота данных колебаний в плоскости xy
равна ω= 2Ω+ eH

m0 c .
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В зазеркалье при рассматриваемой конфигурации электриче-
ского поля, магнитного поля и поля неголономности трёхмерный
импульс заряженной частицы равен

p1 =

(eE
ω
− m0 ẏ(0)

)
sinωτ + m0 ẋ(0) cosωτ

p2 =
eE
ω
+ m0

[(
ẏ(0) −

eE
m0ω

)
cosωτ + ẋ(0) sinωτ

]
p3 = m0 ż(0)


, (3.384)

где, в отличие от нашего мира, ω= eH
m0 c .

В заключение надо отметить, что получить точные решения
уравнений движения заряженной частицы одновременно в электри-
ческом имагнитных полях в общем виде весьма проблематично, так
как в процессе решения там появляются эллиптические интегралы.
Возможно, что в будущем, при особом желании или практической
необходимости, их все-таки удастся решить в общем виде на ма-
шинах, но в нашу задачу это не входит.

Видимо, с такой же проблемой столкнулись Ландау и Лифшиц,
так как в §22 Теории поля, рассматривая аналогичную задачу (но, в
отличие от данной книги, общековариантными методами и без учё-
та поля неголономности пространства), они составляли уравнения
движения и получали их решения, полагая, что заряженная части-
ца движется с нерелятивистской скоростью, а электрическое поле
является слабым eEx

c2 ≈ 0.

3.13.2 Магнитное поле параллельно электрическому и орто-
гонально полю неголономности пространства

Будем решать векторные уравнения движения заряженной ча-
стицы (3.370, 3.371) в том же приближении, что и в первом случае.
Тогда они примут вид для частицы нашего мира

ẍ + 2Ω ẏ =
eE
m0

, ÿ − 2Ω ẋ = −
eH
m0c

ż , z̈ =
eH
m0c

ẏ , (3.385)

и для частицы зазеркалья

ẍ =
eE
m0

, ÿ = −
eH
m0c

ż , z̈ =
eH
m0c

ẏ . (3.386)
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Интегрируя первое уравнение движения (вдоль оси x) в нашем
мире (3.385), получаем

ẋ =
eE
m0

τ − 2Ωy +C1 , (3.387)

где постоянная интегрирования, найденная из начальных условий,
равна C1 = const = ẋ(0) + 2Ωy(0).

Интегрируя третье уравнение (вдоль оси z), имеем

ż =
eH
m0c

y +C2 , (3.388)

где постоянная интегрирования равна C2 = const = ż(0) −
eH
m0 c y(0).

Подставляя полученные выражения для ẋ и ż во второе уравне-
ние движения (3.385), получаем линейное дифференциальное урав-
нение 2-го порядка относительно y

ÿ +

4Ω2 +
e2H2

m2
0c2

 y = 2ΩeE
m0

τ + 2ΩC1 −
eH
m0c

C2 . (3.389)

Мы будем решать это уравнение методом замены переменных.
Вводя новую переменную u

u = y +
1
ω2

(
eH
m0c

C2 − 2ΩC1

)
, ω2 = 4Ω2 +

e2H2

m2
0c2

, (3.390)

получаем уравнение вынужденных колебаний

ü + ω2u =
2ΩeE

m0
τ , (3.391)

решение которого есть сумма общего решения уравнения свобод-
ных колебаний

ü + ω2u = 0 , (3.392)

и частного решения неоднородного уравнения, которое можно за-
писать в следующем виде

ũ = Mτ + N , (3.393)

где M = const и N = const. Продифференцировав ũ дважды по τ,
подставив результаты в исходное уравнение (3.391) и приравняв
получившиеся коэффициенты при τ, мы получаем линейные коэф-
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фициенты
M =

2ΩeE
m0ω2 , N = 0 . (3.394)

Тогда мы можем записать решение исходного неоднородного
уравнения (3.391) в следующем общем виде

u = C3 cosωτ +C4 sinωτ +
2ΩeE
m0ω2 τ , (3.395)

где постоянные интегрирования, вычисленные подставив началь-
ные условия в момент τ= 0, равны C3 = u(0) и C4 =

u̇(0)
ω .

Возвращаясь к старой переменной y (3.390), получаем оконча-
тельное решение для этой координаты

y =

[
y(0) +

1
ω2

(
eH
m0c

C2 + 2ΩC1

)]
cosωτ+

+
ẏ(0)

ω
sinωτ −

1
ω2

(
eH
m0c

C2 + 2ΩC1

)
+

2ΩeE
m0ω2 τ .

(3.396)

Затем, подставив это выражение в уравнения для ẋ и ż, после
интегрирования получаем решения для x и z

x =
eE

2m0

(
1 −

4Ω2

ω2

)
τ2 −

2Ω
ω

(
y(0) + A

)
sinωτ+

+
2Ω ẏ(0)

ω
cosωτ + (C1 + 2ΩA) τ +C5 ,

(3.397)

z =
eH

m0cω

[(
y(0) + A

)
sinωτ −

ẏ(0)

ω
cosωτ

]
−

−

(
eH
m0c

A −C2

)
τ +C6 ,

(3.398)

где для сокращения записи мы обозначаем

A =
1
ω2

(
eH
m0c

C2 − 2ΩC1

)
, (3.399)

а новые постоянные интегрирования равны

C5 = x0 −
2Ω ẏ(0)

ω
, C6 = z(0) +

eH ẏ(0)

m0cω2 . (3.400)
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Если положить Ω= 0, то из координат заряженной частицы на-
шего мира (3.396–3.398) мы автоматически получим решения для
координат заряженной частицы в зазеркалье

x =
eE

2m0
τ2 + ẋ(0)τ + x(0) , (3.401)

y =
ż(0)

ω
cosωτ +

ẏ(0)

ω
sinωτ −

ż(0)

ω
+ y(0) , (3.402)

z =
ż(0)

ω
sinωτ −

ẏ(0)

ω
cosωτ +

ẏ(0)

ω
+ z(0) . (3.403)

Тогда компоненты трёхмерного импульса заряженной частицы
нашего мира в стационарном однородном электромагнитном поле
(когда магнитное поле параллельно электрическому и ортогонально
к полю неголономности пространства) составляют

p1 = m0 ẋ(0) + eE
(
1 −

4Ω2

ω2

)
τ−

− 2m0Ω

[
ẏ(0)

ω
sinωτ +

(
y(0) + A

)
cosωτ −

ẏ(0)

ω
− A

]
p2 = m0

[
ẏ(0) cosωτ − ω

(
y(0) + A

)
sinωτ

]
+

2ΩeE
ω2

p3 = m0 ż(0) +
eH
c
×

×

[(
y(0) + A

)
cosωτ +

ẏ(0)

ω
sinωτ − A +

2ΩeE
m0ω2 τ − y(0)

]



, (3.404)

где частота ω равна

ω =

√
4Ω2 +

e2H2

m2
0 c

. (3.405)

В зазеркалье, при данной конфигурации полей, компоненты
трёхмерного импульса заряженной частицы равны

p1 = m0 ẋ(0) + 2eEτ

p2 = m0
(
ẏ(0) cosωτ − ż(0) sinωτ

)
p3 = m0

(
ż(0) cosωτ − ẏ(0) sinωτ

)
 , (3.406)

где, в отличие от нашего мира, частота равна ω= eH
m(0) c .
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3.14 Заключение

Фактически, теорию, построенную в этой главе, можно наиболее
точно назвать хронометрически инвариантным представлением
электродинамики в псевдоримановом пространстве. Или, так как
математический аппарат физических наблюдаемых величин подра-
зумевает в своей основе псевдориманово пространство, просто —
хронометрически инвариантной электродинамикой (сокращённо,
ХЭД). Здесь мы привели лишь основы этой дисциплины:
— х.и.-компоненты тензора электромагнитного поля (тензора

Максвелла);
— х.и.-уравнения Максвелла;
— закон сохранения электрического заряда в х.и.-форме;
— х.и.-условие Лоренца;
— х.и.-уравнения Даламбера (уравнения распространения волн)

для скалярного потенциала и вектор-потенциала электромаг-
нитного поля;

— х.и.-силу Лоренца;
— тензор энергии- импульса электромагнитного поля и его х.и.-

компоненты;
— х.и.-уравнения движения массовой заряженной частицe;
— геометрическую структуру четырёхмерного потенциала элек-

тромагнитного поля.
Сам предмет хронометрически инвариантной электродинами-

ки в псевдоримановом пространстве, безусловно, куда более об-
ширен. В дополнение к сделанному можно, например, вывести х.и.-
уравнения движения заряда, распределённого в пространстве, мож-
но рассмотреть движение частицы, обладающей собственным элек-
тромагнитным излучением, взаимодействующим с полем, можно
получить уравнения движения для частицы, движущейся под про-
извольным углом к полю (как для отдельной частицы, так и в случае
распределённого заряда), и многое другое.

Кроме того, естественно, здесь речь идёт о неквантовой элек-
тродинамике. Как известно, математический аппарат хрономет-
рических инвариантов создан для четырёхмерного псевдоримано-
ва пространства. В пространстве с другой геометрией операторы
для формального определения физических наблюдаемых величин,
естественно, также будут другими. Тем не менее, создание мате-
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матических методов для определения физических наблюдаемых
величин в пространстве квантовой механики и квантовой электро-
динамики в принципе также возможно: мы провели необходимые
черновые работы в этом направлении и лишь недостаток времени, а
также смещение фокуса наших научных интересов на другие, неиз-
меримо более интересные задачи, остановили создание хрономет-
рически инвариантной квантовой механики и хронометрически
инвариантной квантовой электродинамики.



Глава 4 Частица со спином в
псевдоримановом

пространстве

4.1 Постановка задачи

В этой главе нам предстоит вывести динамические уравнения
движения для частицы с внутренниммеханическиммоментом (спи-
ном). Эти уравнения, как мы уже упоминали в 1-й главе, представ-
ляют собой уравнения параллельного переноса четырёхмерного ди-
намического вектора частицы Qα, представляющего собой сумму
векторов Qα и Sα, характеризующих частицу

Qα = Pα + Sα, (4.1)

где Pα=m0
dxα
ds четырёхмерный вектор импульса частицы, а Sα четы-

рёхмерный импульс, приобретаемый частицей за счёт внутреннего
момента (спина), который делает её движение негеодезическим.
Поэтому мы будем называть величину Sα четырёхмерным спин-
импульсом частицы. Причём, так как компоненты динамического
вектора частицы Pα известны, то для определения суммарного ди-
намического вектора частицы Qα нам необходимо получить только
компоненты спин-импульса Sα, являющиеся некоторыми функци-
ями спина самой частицы.

Таким образом, первым этапом наших действий должно стать
определение собственно спина частицы как геометрической вели-
чины в четырёхмерном псевдоримановом пространстве. Затем, во
втором параграфе этой главы, мы вычислим четырёхмерный им-
пульс Sα, приобретаемый движущейся частицей за счёт своего спи-
на. В третьем параграфе нам предстоит вывести собственно дина-
мические уравнения движения частицы со спином в псевдоримано-
вом пространстве и их физически наблюдаемые х.и.-проекции на
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время и на пространство. Остальные параграфы будут посвящены
движению элементарных частиц.

Итак, абсолютная величина спина частицы есть величина ±nℏ,
измеряемая в долях постоянной Планка, где n так называемое спи-
новое квантовое число. На сегодняшнийдень известно, что для раз-
ных типов частиц это число принимает значения n = 0, 1

2 , 1, 3
2 , 2.

Причём знакопеременность ± означает возможность правого или
левого направления внутреннего вращения частицы. Кроме то-
го, постоянная Планка имеет размерность момента импульса ℏ
[грамм см2 сек−1]. Уже только это свидетельствует о том, что спин
частицы по своей геометрической структуре должен быть аналоги-
чен тензору момента импульса, т.е. представлять собой антисим-
метричный тензор 2-го ранга. Посмотрим, подтверждают ли это
другие источники.

Согласно второму постулату Бора: “На длине круговой орбиты
электрона умещается целое число волн де Бройля, соответствую-
щее электрону в рамках концепции частица-волна”. То есть длина
орбиты электрона 2πr равна k длинам волн де Бройля λ= h

p

2πr = kλ = k
h
p
, (4.2)

где p величина орбитального импульса электрона. Учитывая, что
постоянная Планка равна ℏ= h

2π , равенство (4.2) принимает вид

r p = kℏ . (4.3)

Так как радиус-вектор орбиты электрона r i ортогонален векто-
ру его орбитального импульса pk, данное выражение в тензорной
записи есть векторное произведение[

r i; pk
]
= kℏik . (4.4)

Отсюда видно, что постоянная Планка, вычисленная из второго
постулата Бора в тензорном виде, предстаёт в виде антисимметрич-
ного тензора 2-го ранга. Однако такое представление о постоянной
Планка связано с представлением об орбитальной структуре атома
— системы более сложной, чем электрон или другие элементарные
частицы. Тем не менее, спин, также определяемый этой постоян-
ной, является внутренним свойством самих элементарных частиц.
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Поэтому, параллельно со вторымпостулатомБора, необходиморас-
смотреть геометрическую структуру постояннойПланка, исходя из
какого-либо другого экспериментального соотношения, касающе-
гося исключительно внутреннего строения самого электрона. Та-
кую возможность нам дают известные опыты Отто Штерна и Валь-
тера Герлаха (1922). Одним из результатов этих опытов является
вывод о том, что электрон обладает внутренним магнитным момен-
том Lm, который пропорционален его внутреннему механическому
моменту (спину)

me

e
Lm = nℏ , (4.5)

где e заряд электрона, me его масса и n спиновое квантовое число;
для электрона n= 1

2 . Магнитныймомент контура площадью S = πr2,
по которому течёт ток I, равен Lm = IS . Сила тока равна заряду e,
делённому на период его циркуляции T = 2πr

u по данному контуру

I =
eu

2πr
, (4.6)

где u величина скорости циркуляции заряда. Таким образом, внут-
ренний магнитный момент электрона равен

Lm =
1
2

eur , (4.7)

или в тензорном виде*

Lik
m =

1
2

e
[

r i; uk
]
=

1
2

[
r i; pk

m

]
, (4.8)

где r i радиус-вектор циркуляции внутреннего тока электрона и uk

вектор скорости этой циркуляции. Отсюда видно, что постоянная
Планка, вычисленная через внутренний магнитный момент элек-
трона (4.5), такжепредставляет собой векторное произведение двух
векторов, т.е. антисимметричный тензор 2-го ранга

me

2e

[
r i; pk

m

]
= nℏik, (4.9)

*Выражения (4.8, 4.9) записаны в пространстве Минковского, что вполне при-
менимо для описания упомянутых опытов. В римановом пространстве результат
интегрирования зависит от пути интегрирования. Поэтому радиус-вектор, так как
он зависит от непрерывно меняющегося направления, в римановом пространстве
не определён.
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что подтверждает аналогичный вывод, сделанный нами из второго
постулата Бора.

Соответственно, рассматривая внутриатомные и внутриэлек-
тронные квантовые соотношения в четырёхмерном псевдоримано-
вом пространстве, мы получаем четырёхмерный антисимметрич-
ный тензор Планка ℏαβ, пространственными компонентами которо-
го являются трёхмерные величины ℏik, т.е. тензор

ℏαβ =


ℏ00 ℏ01 ℏ02 ℏ03

ℏ10 ℏ11 ℏ12 ℏ13

ℏ20 ℏ21 ℏ22 ℏ23

ℏ30 ℏ31 ℏ32 ℏ33

 , (4.10)

причём данному антисимметричному тензору ℏαβ соответствует ду-
альный псевдотензор Планка ℏ∗αβ = 1

2 Eαβµνℏµν.
Таким образом, спин частицы в четырёхмерном псевдоримано-

вом пространстве характеризуется антисимметричным тензором
nℏαβ, или дуальным ему псевдотензором nℏ∗αβ. Причём в нашем
чисто математически формальном подходе к описанию спина ча-
стицы совершенно не имеет значения физическая природа спина,
достаточно лишь знать то, что это фундаментальное внутреннее
свойство частицы характеризуется тензором (или псевдотензором)
вышеупомянутого вида. Такой подход позволяет нам решать зада-
чу о движении частиц со спином без каких-либо предварительных
предположений об их внутреннем строении, т.е. чисто формальным
математическим методом.

Итак, с геометрической точки зрения постоянная Планка есть
антисимметричный тензор 2-го ранга с размерностью момента им-
пульса независимо от того, через какие величины его получили:
механические или электромагнитные. Последнее также означает,
что тензор Планка характеризуется не просто вращением внутри-
атомных масс или каких-то масс внутри элементарных частиц, а
является проявлением некоторого фундаментального квантового
вращения самого пространства (природа которого остаётся не до
конца ясной вплоть до сегодняшнего дня), устанавливающего все
“элементарные” вращения в пространстве независимо от их физи-
ческой природы.

Собственное вращение пространства характеризуется трёхмер-
ным наблюдаемым х.и.-тензором Aik (1.36), который представляет
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собой результат опускания индексов Aik = him hkn Amn у компонент
Amn четырёхмерного контравариантного тензора

Aαβ = chαµhβνaµν , aµν =
1
2

(
∂bν
∂xµ
−
∂bµ
∂xν

)
. (4.11)

В сопутствующей системе отсчёта (bi = 0) вспомогательные ве-
личины aµν равны

a00 = 0 , a0i =
1

2c2

(
∂w
∂xi−

∂vi

∂t

)
, aik =

1
2c

(
∂vi

∂xk −
∂vk

∂xi

)
, (4.12)

и компоненты четырёхмерного тензора вращения пространства
принимают следующий вид

A00 = 0 , A0i = −Ai0 = 0 ,

Aik =
1
2

(
∂vk

∂xi −
∂vi

∂xk

)
+

1
2c2 (Fi vk − Fk vi)

 . (4.13)

Без гравитационного поля тензор угловых скоростей вращения
пространства выражается только через линейную скорость враще-
ния vi. Тогда мы обозначаем его Aαβ =Ωαβ

Ω00 = 0 , Ω0i = −Ωi0 = 0 , Ωik =
1
2

(
∂vk

∂xi −
∂vi

∂xk

)
. (4.14)

С другой стороны, согласно концепции частица-волна каждой
частице соответствует волна с энергией E =mc2 = ℏω, гдеm реляти-
вистская масса частицы и ω её собственная частота. Иначе говоря,
с геометрической точки зрения каждую частицу можно рассматри-
вать как волну, определённую в бесконечно близкой окрестности
геометрического места частицы, собственная частота которой за-
висит от некоторого распределения угловых скоростей ωαβ, опре-
делённого также в этой окрестности. Тогда упомянутое квантовое
соотношение в тензорной записи принимает вид mc2 = ℏαβωαβ.

Так как тензор Планка антисимметричен, то все его диаго-
нальные компоненты равны нулю. Его пространственно-временные
(смешанные) компоненты в сопутствующей системе отсчёта также
должны быть равными нулю аналогично соответствующим компо-
нентам четырёхмерного тензора угловых скоростей вращения про-
странства (4.14). Значения пространственных (трёхмерных) ком-
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понент тензора Планка, в соответствии с результатами общеиз-
вестных экспериментов, демонстрирующих свойства спина частиц,
составляют±ℏ в зависимости от направления вращения и образуют
трёхмерный наблюдаемый х.и.-тензор Планка ℏik.

В случае левого внутреннего вращения компоненты ℏ12, ℏ23,
ℏ31 имеют положительный знак, а компоненты ℏ13, ℏ32, ℏ21 отри-
цательный знак. Тогда геометрическая структура четырёхмерного
тензора Планка, выраженная в виде матрицы, выглядит следующим
образом

ℏαβ =


0 0 0 0
0 0 ℏ −ℏ

0 − ℏ 0 ℏ

0 ℏ −ℏ 0

 . (4.15)

При правом внутреннем вращении компоненты ℏ12, ℏ23, ℏ31,
наоборот, являются отрицательными, а компоненты ℏ13, ℏ32, ℏ21

положительными

ℏαβ =


0 0 0 0
0 0 −ℏ ℏ

0 ℏ 0 −ℏ

0 −ℏ ℏ 0

 . (4.16)

Квадрат четырёхмерного тензора Планка вычисляется следую-
щим образом

ℏαβℏ
αβ = 2ℏ2

[(
g11g22 − g

2
12

)
+

(
g11g33 − g

2
13

)
+

+
(
g22g33 − g

2
23

)
+ 2

(
g12g23 − g22g13 −

− g12g33 + g13g23 − g11g23 + g12g13
)]
,

(4.17)

и в пространстве Минковского, когда система отсчёта является
галилеевой и метрика принимает диагональный вид (2.70), числен-
но равен ℏαβℏαβ = 6ℏ2. В псевдоримановом пространстве значение
ℏαβℏ

αβ вычисляется при подстановке в (4.17) зависимости трёх-
мерных компонент фундаментального метрического тензора от на-
блюдаемого трёхмерного метрического тензора hik =−gik +

1
c2 vi vk

и скорости вращения пространства. Поэтому, хотя наблюдаемые
компоненты ℏik тензора Планка имеют постоянное значение (с раз-
ными знаками для левого и правого вращения), его квадрат в общем
случае зависит от угловой скорости вращения пространства.
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4.2 Спин-импульс частицы в уравнениях движения

Теперь получим выражение для дополнительного импульса Sα,
приобретаемого частицей за счёт её спина, исследовав действие
для частицы со спином. Затем, в следующем параграфе §4.3, мы
выведем динамические уравнения движения частицы со спином в
псевдоримановом пространстве.

Итак, действие S для частицы, обладающей некоторым внут-
ренним скалярным полем k, с которым взаимодействует некоторое
внешнее поле A и за счёт этого взаимодействия перемещает части-
цу на интервал ds, имеет вид

S = α(kA)

∫ b

a
k A ds , (4.18)

где α(kA) скалярная константа, характеризующая свойство частицы
в данном взаимодействии и уравновешивающая размерности. Если
внутреннему скалярному полю частицы k отвечает внешнее поле
тензора 1-го ранга Aα, то действие по перемещению частицы этим
векторным полем будет иметь вид

S = α(kAα)

∫ b

a
k Aαdxα. (4.19)

При взаимодействии внутреннего скалярного поля k частицы
с внешним полем тензора 2-го ранга Aαβ, действие этого поля по
перемещению частицы, соответственно, вычисляется по правилу

S = α(kAαβ)

∫ b

a
k Aαβ dxαdxβ, (4.20)

и так далее. Например, если собственному векторному полю части-
цы kα отвечает внешнее векторное поле Aα, то действие по переме-
щению частицы за счёт этого взаимодействия выглядит так

S = α(kαAα)

∫ b

a
kαAαds . (4.21)

Кроме того, действие, независимо от характера внутренних
свойств частицы и внешнего поля, всегда можно представить как

S =
∫ t2

t1
L dt , (4.22)
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где L так называемая функция Лагранжа, которая также часто
называется лагранжиан.

Так как размерность действия S [эрг сек= грамм см2 сек−1],
то лагранжиан имеет размерность энергии [эрг= грамм см2 сек−2].
Причём производная от функции Лагранжа по трёхмерной коорди-
натной скорости частицы ui = dx i

dt

∂L
∂ui = pi (4.23)

есть ковариантная форма её трёхмерного импульса pi = cPi, по ко-
торой можно восстановить выражение для четырёхмерного вектора
импульса частицы Pα. Таким образом, записав действие для части-
цы со спином, выделив функцию Лагранжа и продифференцировав
её по координатной скорости частицы, мы можем вычислить допол-
нительный импульс, получаемый частицей за счёт её спина.

Как известно, действие по перемещению свободной частицы в
псевдоримановом пространстве имеет вид*

S =
∫ b

a
m0 c ds . (4.24)

В галилеевой системе отсчёта пространства Минковского, так
как перекрёстные члены фундаментального метрического тензора
равны нулю, пространственно-временной интервал равен

ds =
√
gαβ dxαdxβ = cdt

√
1 −

u2

c2 , (4.25)

и действие принимает вид

S =
∫ b

a
m0c ds =

∫ t2

t1
m0c2

√
1 −

u2

c2 dt . (4.26)

*В Теории поля [10] действие взято со знаком “минус”, тогда как у нас перед
интегралом действия и вфункцииЛагранжа всегда стоит “плюс”. Это обусловлено
тем, что знак действия зависит от вида сигнатуры псевдориманова пространства.
Ландау и Лифшиц в Теории поля используют сигнатуру (−+++), т.е. время у них
мнимое, пространственные координаты вещественные и трёхмерный координат-
ный импульс положителен (см. ниже). У нас, как и в работах Зельманова [9,11–13],
сигнатура имеет вид (+−−−), т.е. время вещественное и пространственные ко-
ординаты мнимые: в этом случае трёхмерный наблюдаемый импульс является
положительным.
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Таким образом, функция Лагранжа свободной частицы в гали-
леевой системе отсчёта пространства Минковского равна

L = m0c2

√
1 −

u2

c2 . (4.27)

Дифференцируя её по координатной скорости, получаем кова-
риантную форму трёхмерного импульса

pi =
∂L
∂ui = m0c2

∂

√
1 − u2

c2

∂ui = −
m0 ui√
1 − u2

c2

. (4.28)

Отсюда после поднятия индексов следует, что четырёхмерный
вектор импульса свободной частицы имеет вид

Pα =
m0

c
√

1 − v2

c2

dxα

dt
= m0

dxα

ds
. (4.29)

Так как оба сомножителя m0 и dxα
ds в этой формуле общекова-

риантны, т.е. не зависят от выбора конкретной системы отсчёта,
то это выражение для четырёхмерного импульса, полученное в га-
лилеевой системе отсчёта, справедливо также и в любой другой
произвольной системе отсчёта псевдориманова пространства.

Теперь рассмотрим движение частицы, обладающей внутренней
структурой, проявляющейся в экспериментах как её свойство, на-
зываемое спином. Внутреннему вращению (спину) частицы nℏαβ в
четырёхмерном псевдоримановом пространстве отвечает внешнее
поле вращения Aαβ самого пространства. Таким образом, общее
действие для частицы со спином имеет следующий вид

S =
∫ b

a

(
m0c ds + α(s)ℏ

αβAαβ ds
)
, (4.30)

где α(s) [сек см−1] скалярная константа, характеризующая части-
цу в спин-взаимодействии. Так как в состав константы действия
могут входить лишь характеристики свойств частицы и фундамен-
тальные физические константы, очевидно, что α(s) представляет
собой спиновое квантовое число n, являющееся функцией внут-
ренних свойств частицы, делённое на скорость света α(s) =

n
c . Тогда
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действие по перемещению частицы, возникающее из-за взаимодей-
ствия её спина с полем неголономности пространства Aαβ (4.13)
равно

S = α(s)

∫ b

a
ℏαβAαβ ds =

n
c

∫ b

a
ℏαβAαβ ds . (4.31)

Здесь необходимо отметить, что построить четырёхмерный век-
тор импульса для частицы со спином тем же способом, как и для
свободной частицы, невозможно. Вспомним, что импульс свобод-
ной частицы был вначале получен в галилеевой системе отсчёта
пространства Минковского, где выражение ds через интервал ко-
ординатного времени dt, подставляемое в действие, имеет простой
вид (4.25). Было показано, что полученное выражение (4.29), в силу
его общековариантности, справедливо для любой системы отсчё-
та псевдориманова пространства. Однако, как видно из действия
для частицы со спином, спин влияет на движение частицы толь-
ко в неголономном пространстве Aαβ , 0, т.е. когда не равны нулю
перекрёстные члены g0i фундаментального метрического тензора.
В галилеевой системе отсчёта, по определению, все перекрёстные
члены метрического тензора равны нулю, следовательно, равны ну-
лю скорость вращения пространства vi =−c g0i

√
g00

и тензор неголо-
номности Aαβ. Поэтому бессмысленно выводить импульс частицы
со спином в галилеевой системе отсчёта пространстваМинковского
(там он просто равен нулю), нужно выводить его сразу в псевдори-
мановом пространстве.

В произвольной сопутствующей системе отсчёта псевдорима-
нова пространства интервал ds равен

ds = cdτ

√
1 −

v2

c2 =

= cdt
(
1 −

w + vi ui

c2

)√√√
1 −

u2

c2
(
1− w+ vi ui

c2

)2 ,
(4.32)

где координатная скорость частицы ui = dx i

dt выражается через её
наблюдаемую скорость vi = dx i

dτ в виде

vi =
ui

1 − w+ vi ui

c2

, v2 =
hik uiuk(

1 − w+ vi ui

c2

)2 . (4.33)
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Тогда дополнительное действие (4.31) по перемещению части-
цы, возникающее из-за взаимодействия её спина с полем неголо-
номности пространства, принимает вид

S = n
∫ t2

t1
ℏαβAαβ

√(
1 −

w + vi ui

c2

)2

−
u2

c2 dt . (4.34)

Таким образом, функция Лагранжа для действия, вызванного
спином частицы, выглядит следующим образом

L = nℏαβAαβ

√(
1 −

w + vi ui

c2

)2

−
u2

c2 . (4.35)

Теперь, чтобы получить дополнительный импульс, приобретён-
ный частицей за счёт её спина, нам осталось взять производную от
этой функции Лагранжа (4.35) по координатной скорости частицы.
Учитывая, что ℏαβ как тензор внутреннего вращения частицы и Aαβ
(4.13) как тензор собственного вращения пространства не являются
функциями скорости перемещения частицы, мы получаем

pi =
∂L
∂ui = nℏmnAmn

∂

∂ui

√(
1 −

w + vi ui

c2

)2

−
u2

c2 =

= −
nℏmnAmn

c2
√

1 − v2

c2

(vi + vi) ,
(4.36)

где vi = hik vk. Сравним выражение (4.36) с пространственной ко-
вариантной компонентой pi = cPi четырёхмерного вектора импуль-
са Pα =m0

dxα
ds массовой частицы в псевдоримановом пространстве.

Для массовой частицы нашего мира, движущейся относительно нас
из прошлого в будущее (прямой ход времени), трёхмерный ковари-
антный импульс имеет вид [19]

pi = cPi = cgiαPα = −m (vi + vi) = −
m0√
1 − v2

c2

(vi + vi) . (4.37)

Отсюда видно, что четырёхмерный вектор импульса Sα, полу-
чаемый частицей за счёт её спина (спин-импульс), равен

Sα =
1
c2 nℏµνAµν

dxα

ds
, (4.38)
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или, обозначив для простоты записи η0 = nℏµνAµν = nℏmnAmn

Sα =
1
c2 η0

dxα

ds
. (4.39)

Тогда суммарный динамический вектор Qα (4.1), характеризу-
ющий движение частицы со спином, равен

Qα = Pα + Sα = m0
dxα

ds
+

1
c2 nℏµνAµν

dxα

ds
. (4.40)

Таким образом, частица со спином в неголономном простран-
стве (Aµν , 0) действительно приобретает дополнительный импульс,
отклоняющий её от геодезической траектории (траектории свобод-
ной частицы) и делающий её движение негеодезическим. В отсут-
ствии вращения пространства, т.е. когда пространство является го-
лономным, все величины Aµν = 0 и, поэтому, спин частицы никак
не влияет на её движение. Спин наиболее сильно влияет на движе-
ние частиц в атомной физике, где вращение пространства является
особенно сильным.

4.3 Уравнения движения частицы со спином

Динамические уравнения движения частицы со спином геомет-
рически суть уравнения параллельного переноса суммарного век-
тора Qα = Pα + Sα (4.40) вдоль траектории её движения в четырёх-
мерном псевдоримановом пространстве

d
ds

(
Pα + Sα

)
+ Γαµν

(
Pµ + Sµ

) dxν

ds
= 0 , (4.41)

где квадрат переносимого суммарного вектора сохраняется вдоль
всей траектории параллельного переноса (QαQα = const).

Х.и.-проекции уравнений параллельного переноса, полученные
нами во 2-й главе, имеют вид

dφ
ds
−

1
c

Fi qi dτ
ds
+

1
c

Dik qi dxk

ds
= 0 , (4.42)

dqi

ds
+

(
φ

c
dxk

ds
+ qk dτ

ds

) (
Di

k + A·ik·
)
−

−
φ

c
F i dτ

ds
+ ∆i

mk qm dxk

ds
= 0 ,

(4.43)
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где, в данном случае, φ проекция суммарного вектора Qα на время,
а qi его проекция на пространство

φ = bαQα =
Q0
√
g00
=

P0
√
g00
+

S0
√
g00

, (4.44)

qi = hi
αQα = Qi = Pi + S i. (4.45)

Таким образом, выполнение поставленной задачи сводится к
вычислению величин φ и qi, подстановке их в уравнения (4.42, 4.43)
и приведению подобных членов. Проекции вектора импульса мас-
совой частицы Pα =m0

dxα
ds имеют вид

P0
√
g00
= ±m , Pi =

1
c

mvi, (4.46)

осталось вычислить проекции спин-импульса Sα. Учитывая в фор-
муле для спин-импульса Sα (4.39), что пространственно-временной
интервал, выраженный через физически наблюдаемые величины,
имеет вид ds= cdτ

√
1 − v2/c2, мы получаем компоненты Sα

S 0 =
1
c2

nℏmnAmn√
1 − v2

c2

(
vi vi ± c2

)
c2

(
1 − w

c2

) , (4.47)

S i =
1
c3

nℏmnAmn√
1 − v2

c2

vi, (4.48)

S0 = ±
1
c2

(
1 −

w
c2

) nℏmnAmn√
1 − v2

c2

, (4.49)

Si = −
1
c3

nℏmnAmn√
1 − v2

c2

(vi ± vi) , (4.50)

также выраженные через физически наблюдаемые величины. От-
сюда получаем выражения для физических наблюдаемых проекций
спин-импульса частицы. Они имеют вид

S0
√
g00
= ±

1
c2 η , S i =

1
c3 ηvi, (4.51)
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где η обозначает

η =
nℏmnAmn√

1 − v2

c2

, (4.52)

а знакопеременность возникает в результате подстановки функции
времени dt

dτ (1.63) и указывает на направление движения частицы в
будущее (верхний знак) или в прошлое (нижний знак). Тогда квад-
рат спин-импульса частицы равен

SαSα = gαβ SαSβ =
1
c4 η

2
0 gαβ

dxαdxβ

ds2 =
1
c4 η

2
0 , (4.53)

и квадрат её суммарного динамического вектора Qα равен

QαQα = gαβ QαQβ = m2
0 +

2
c2 m0η0 +

1
c4 η

2
0 . (4.54)

Таким образом, квадрат длины суммарного вектора частицы со
спином складывается из трёх частей:
1) квадрата длины собственного четырёхмерного импульса ча-

стицы PαPα =m2
0;

2) квадрата её четырёхмерного спин-импульса SαSα = 1
c4 η

2
0;

3) члена 2
c2 m0η0, характеризующего спин-гравитационное взаи-

модействие.
Для осуществления параллельного переноса (4.41) необходимо,

чтобы квадрат переносимого суммарного вектора сохранялся вдоль
всего пути переноса. Однако из полученного выражения (4.54) сле-
дует, что, так как m0 = const, квадрат суммарного вектора частицы
со спином Qα сохраняется только тогда, когда вдоль её траектории
η0 = const, т.е.

dη0 =
∂η0

∂xα
dxα = 0 . (4.55)

Поделив обе части этого равенства на dτ, что всегда возможно*,
так как элементарный интервал физического времени наблюдателя

*Условие dτ= 0 имеет смысл только в обобщённом пространстве-времени, в
котором возможно вырождение четырёхмерного фундаментального метрического
тензора gαβ. Тогда упомянутое условие определяет полностью вырожденную об-
ласть (нуль-пространство), где существуют нуль-частицы, перемещающиеся мгно-
венно, т.е. являющиеся носителями дальнодействия.
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больше нуля, получаем х.и.-условие постоянства квадрата суммар-
ного вектора частицы со спином

dη0

dτ
=
∗∂η0

∂t
+ vk

∗∂η0

∂xk = 0 . (4.56)

Подставляя сюда η0 = nℏmnAmn, имеем

nℏmn
(
∗∂Amn

∂t
+ vk

∗∂Amn

∂xk

)
= 0 . (4.57)

Чтобы более наглядно представить себе полученный результат
(4.57), мы выразим трёхмерный х.и.-тензор угловой скорости вра-
щения пространства Aik через х.и.-псевдовектор трёхмерной угло-
вой скорости этого вращения

Ω∗i =
1
2
εimn Amn , (4.58)

который также является хронометрически инвариантной величи-
ной. Далее, умножая Ω∗i на εipq

Ω∗i εipq =
1
2
εimnεipq Amn =

1
2

(
δm

p δ
n
q − δ

n
pδ

m
q

)
Amn = Apq , (4.59)

получаем выражение (4.57) в виде

nℏmn
[
∗∂

∂t

(
εimnΩ

∗i
)
+ vk

∗∂

∂xk

(
εimnΩ

∗i
)]
=

= nℏmnεimn

[
1
√

h

∗∂

∂t

(√
hΩ∗i

)
+ vk 1

√
h

∗∂

∂xk

(√
hΩ∗i

)]
= 0 .

(4.60)

Гравитационно-инерциальная сила и тензор неголономности
пространства связаны между собой двумя тождествами Зельма-
нова [9, 11–13], одно из которых имеет вид

2
√

h

∗∂

∂t

(√
hΩ∗i

)
+ εijk ∗∇j Fk = 0 , (4.61)

или, в другой форме записи

∗∂Aik

∂t
+

1
2

(∗∇k Fi −
∗∇i Fk

)
=
∗∂Aik

∂t
+

1
2

(
∗∂Fk

∂xi −
∗∂Fi

∂xk

)
= 0 , (4.62)
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где εi jk ∗∇j Fk наблюдаемый х.и.-вихрь поля гравитационно-инер-
циальной силы Fk. Отсюда видно, что нестационарность тензора
угловой скорости вращения пространства Aik обусловлена вихре-
вым характером поля гравитационно-инерциальной силы Fi в про-
странстве тела отсчёта наблюдателя.

С учётом тождества (4.61), наше выражение принимает вид

− nℏmn ∗∇m Fn + nℏmnεimn vk 1
√

h

∗∂

∂xk

(√
hΩ∗i

)
= 0 , (4.63)

или иначе

nℏmn ∗∇m Fn = nℏmnεimn vk
Ω∗i ∗∂ ln

√
h

∂xk +
∗∂Ω∗i

∂xk

 . (4.64)

Вспомним, что это выражение — лишь развёрнутая х.и.-запись
условия постоянства квадрата суммарного вектора частицы со спи-
ном (4.57). Левую часть (4.64) можно представить в виде

± 2nℏ
(∗∇1 F2 −

∗∇2 F1 +
∗∇1 F3 −

∗∇3 F1 +
∗∇2 F3 −

∗∇3 F2
)
, (4.65)

где знаки “плюс” и “минус” относятся к правой и левой системам
координат, соответственно. Таким образом, левая часть выраже-
ния (4.64) представляет собой х.и.-вихрь (ротор) гравитационно-
инерциальной силы. Правая часть (4.64) зависит от пространствен-
ной ориентации поля псевдовектора угловой скорости вращения
пространства Ω∗i.

Итак, для сохранения квадрата переносимого вектора части-
цы со спином необходимо, чтобы правая и левая части выраже-
ния (4.64) были равны друг другу вдоль всей траектории части-
цы. В общем случае, т.е. без каких-либо дополнительных пред-
положений о геометрической структуре пространства отсчёта, это
происходит при балансе между вихревым полем гравитационно-
инерциальной силы пространства и пространственным распределе-
нием псевдовектора угловой скорости его вращения. Если же поле
гравитационно-инерциальной силы является безвихревым, то вся
левая часть условия сохранения переносимого вектора частицы со
спином (4.64) равна нулю и это условие принимает вид

nℏmnεimn vk 1
√

h

∗∂

∂xk

(√
hΩ∗i

)
= 0 . (4.66)
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Запишем х.и.-производную как ∗∂
∂xk =

∂
∂xk +

1
c2 vk

∗∂
∂t . Тогда мы по-

лучаем

nℏmnεimn vk 1
√

h

[
∂

∂xk

(√
hΩ∗i

)
−

1
c2 vk

∗∂

∂t

(√
hΩ∗i

)]
= 0 . (4.67)

Так как поле силы Fi в данном случае является безвихревым, то,
согласно (4.66), второй член в этом выражении равен нулю. Таким
образом, квадрат суммарного вектора частицы со спином сохраня-
ется в безвихревом поле гравитационно-инерциальной силы Fi при
равенстве нулю не только х.и.-выражения (4.66), но и выражения с
простыми производными

nℏmnεimn vk 1
√

h

∂

∂xk

(√
hΩ∗i

)
= 0 . (4.68)

Для массовых частиц это бывает, например, при vk = 0, т.е. ко-
гда частица покоится относительно наблюдателя и его тела отсчёта.
Поэтому равенство нулю производных из (4.68) не строго обяза-
тельно для массовых частиц. Однако безмассовые частицы пребы-
вают в непрерывном движении со скоростью света, поэтому для них
в безвихревом поле силы Fi обязательно должны быть равны нулю
производные ∂

∂xk

(√
hΩ∗i

)
и ∗∂
∂xk

(√
hΩ∗i

)
.

Теперь выведем х.и.-динамические уравнения движения части-
цы со спином в псевдоримановом пространстве. Подставляя (4.46)
и (4.51) в выражения (4.44, 4.45), получаем наблюдаемые компо-
ненты суммарного вектора частицы со спином

φ = ±

(
m +

1
c2 η

)
, qi =

1
c

mvi +
1
c3 ηvi. (4.69)

После подстановки этих величин для φ> 0 в выражения (4.42,
4.43), мы получаем х.и.-уравнения движения для массовой частицы
со спином, движущейся из прошлого в будущее

dm
dτ
−

m
c2 Fi vi +

m
c2 Dik vivk = −

1
c2

dη
dτ
+
η

c4 Fi vi −
η

c4 Dik vivk, (4.70)

d
dτ

(
mvi) + 2m

(
Di

k + A·ik·
)

vk − mF i + m∆i
nk vnvk =

= −
1
c2

d
dτ

(
ηvi) − 2η

c2

(
Di

k + A·ik·
)

vk +
η

c2 F i −
η

c2 ∆
i
nk vnvk.

(4.71)
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Для массовой частицы со спином, движущейся из будущего в
прошлое, после подстановки величин (4.69) для φ< 0, эти уравне-
ния принимают вид

−
dm
dτ
−

m
c2 Fi vi +

m
c2 Dik vivk =

1
c2

dη
dτ
+
η

c4 Fi vi −
η

c4 Dik vivk, (4.72)

d
dτ

(
mvi) + mF i + m∆i

nk vnvk =

= −
1
c2

d
dτ

(
ηvi) − η

c2 F i −
η

c2 ∆
i
nk vnvk.

(4.73)

Получившиеся уравнения мы скомпоновали таким образом, что
слева стоит геодезическая часть, характеризующая свободное
(геодезическое) движение частицы, а справа сгруппированы члены,
вызванные наличием спина частицы и делающие её движение негео-
дезическим (негеодезическая часть). Таким образом, при движе-
нии частицы без спина правые части обращаются в нуль, и мы полу-
чаем х.и.-динамические уравнения движения свободной частицы.
Такой вид уравнений движения позволит нам более наглядно про-
вести их анализ в следующих параграфах.

Безмассовая частица в рамках концепции частица-волна обыч-
но характеризуется четырёхмернымволновымвекторомKα = ω

c
dxα
dσ ,

где dσ2 = hik dxidxk трёхмерныйфизически наблюдаемый интервал,
не равный нулю вдоль изотропных траекторий. Так как безмассовые
частицы движутся вдоль изотропных траекторий (траектория рас-
пространения света), то вектор Kα также является изотропным: его
квадрат равен нулю. Однако, так как размерность волнового векто-
ра Kα [см−1], то выведенные с его помощью уравнения движения
безмассовых частиц имеют размерность, отличную от уравнений
движения массовых частиц. Кроме того, это обстоятельство не поз-
воляет построить действие в единой форме для массовых и безмас-
совых частиц. Вместе с тем спин— физическое свойство, которым
обладают как массовые, так и безмассовые частицы (например, фо-
тоны).Поэтому при выводе уравнений движения частицы со спином
необходимо использовать единый динамический вектор для обоих
типов частиц. Этот вектор можно получить, применив физические
условия, выполняющиеся вдоль изотропных траекторий,

ds2 = c2dτ2 − dσ2 = 0 , cdτ = dσ , 0 , (4.74)
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к четырёхмерному импульсу массовой частицы

Pα = m0
dxα

ds
=

m
c

dxα

dτ
= m

dxα

dσ
. (4.75)

В результате параметром дифференцирования становится на-
блюдаемый трёхмерный интервал, не равный нулю вдоль изотроп-
ных траекторий, а размерность всего выражения, в отличие от че-
тырёхмерного волнового вектора Kα [cm−1], совпадает с размерно-
стью четырёхмерного вектора импульса Pα [грамм]. Причём реля-
тивистская масса m, не равная нулю для безмассовых частиц, вы-
числяется из её энергетического эквивалента по формуле E =mc2

Например, если энергия фотона равна E = 1МэВ= 1,6 × 10−6 эрг,
то его релятивистская масса составляет m= 1,8 × 10−28 грамм.

Таким образом, четырёхмерный вектор импульса (4.75) в зави-
симости от его формы может характеризовать как движение массо-
вых частиц (неизотропные траектории), так и движение безмассо-
вых частиц (изотропные траектории). Действительно, для безмас-
совых частиц m0 = 0 и ds= 0, поэтому их частное 0

0 в выражении
(4.75) представляет собой неопределённость типа 0/0. Переход от
m0
ds к m

dσ есть раскрытие этой неопределённости, так как реляти-
вистская масса (масса движения) безмассовых частиц m, 0 и вдоль
их траекторий dσ, 0.

Естественно, что в форме, применяемой к безмассовым части-
цам (т.е. вдоль изотропных траекторий), квадрат четырёхмерного
вектора импульса Pα (4.75) равен нулю

PαPα = gαβ PαPβ = m2gαβ
dxα

dσ
dxβ

dσ
= m2 ds2

dσ2 = 0 . (4.76)

Физически наблюдаемые компоненты четырёхмерного вектора
импульса безмассовых частиц Pα =m dxα

dσ равны

P0
√
g00
= ±m , Pi =

1
c

mci, (4.77)

где ci трёхмерный х.и.-вектор скорости света. В этом случае спин-
импульс частицы (4.39) также является изотропным

Sα =
1
c2 η0

dxα

ds
=

1
c2 η

dxα

cdτ
=

1
c2 η

dxα

dσ
, (4.78)
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так как его квадрат равен нулю

SαSα = gαβ SαSβ =
1
c4 η

2gαβ
dxαdxβ

dσ2 =
1
c4 η

2 ds2

dσ2 = 0 , (4.79)

и, следовательно, квадрат суммарного вектора безмассовой части-
цы со спином Qα = Pα + Sα также равен нулю. Наблюдаемые проек-
ции спин-импульса безмассовой частицы имеют вид

S0
√
g00
= ±

1
c2 η , S i =

1
c3 ηci, (4.80)

где временная проекция совпадает с проекцией для массовых ча-
стиц (4.51), а в пространственной проекции вместо произвольной
наблюдаемой скорости vi (4.51) стоит вектор наблюдаемой скоро-
сти света ci. Соответственно, наблюдаемые компоненты суммарно-
го динамического вектора безмассовой частицы со спином

φ = ±

(
m +

1
c2 η

)
, qi =

1
c

mci +
1
c3 ηci. (4.81)

Подставляя этих значения при φ> 0 в (4.42, 4.43), получаем
х.и.-динамические уравнения движения безмассовой частицы со
спином, которая движется из прошлого в будущее,

dm
dτ
−

m
c2 Fi ci +

m
c2 Dik cick = −

1
c2

dη
dτ
+
η

c4 Fi ci −
η

c4 Dik cick, (4.82)

d
dτ

(
mci) + 2m

(
Di

k + A·ik·
)

ck − mF i + m∆i
nk cnck =

= −
1
c2

d
dτ

(
ηci) − 2η

c2

(
Di

k + A·ik·
)

ck +
η

c2 F i −
η

c2 ∆
i
nk cnck.

(4.83)

Соответственно, для безмассовой частицы со спином, движу-
щейся из будущего в прошлое, после подстановки значений (4.81)
при φ< 0, уравнения движения принимают вид

−
dm
dτ
−

m
c2 Fi ci +

m
c2 Dik cick =

1
c2

dη
dτ
+
η

c4 Fi ci −
η

c4 Dik cick, (4.84)

d
dτ

(
mci) + mF i + m∆i

nk cnck =

= −
1
c2

d
dτ

(
ηci) − η

c2 F i −
η

c2 ∆
i
nk cnck.

(4.85)
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Что касается нуль-частиц, обитающих в полностью вырожден-
ном пространстве-времени, на сегодняшний день мы не распола-
гаем экспериментальными данными о том, обладают ли они соб-
ственным внутренним вращением (спином) или нет.

4.4 Физические условия спин-взаимодействия

Итак, спин (внутренний момент) частицы взаимодействует с
внешним полем вращения пространства — полем тензора него-
лономности Aαβ = 1

2 chαµhβν
(
∂bν
∂x µ −

∂bµ
∂xν

)
, являющимся функцией ро-

тора четырёхмерного вектора скорости наблюдателя bα. В элек-
тромагнитных явлениях частица взаимодействует тоже с внешним
полем тензора 2-го ранга, тензора Максвелла Fαβ =

∂Aβ
∂xα −

∂Aα
∂x β , т.е.

ротором четырёхмерного электромагнитного потенциала. Поэтому
имеет смысл сравнить наблюдаемые характеристики поля тензора
Максвелла Fαβ с их аналогами для поля неголономности Aαβ.

В предыдущей главе мы получили, что поле тензора Максвелла
имеет две группы наблюдаемых величин, образованных собствен-
но ковариантным тензором Fαβ и дуальным ему псевдотензором
F∗αβ = 1

2 EαβµνFµν, где Eαβµν четырёхмерный совершенно антисим-
метричный дискриминантный тензор, образующий псевдотензоры
в четырёхмерном псевдоримановом пространстве,

F ·i0·
√
g00
= E i, F ik = H ik

F∗·i0·
√
g00
= H∗i, F∗ik = E∗ik


. (4.86)

Аналогичные компоненты общековариантного тензора неголо-
номности Aαβ (4.11) и псевдотензора A∗αβ = 1

2 EαβµνAµν, вычислен-
ные в сопутствующей системе отсчёта, имеют вид

A·i0·
√
g00
= 0 , Aik = himhknAmn

A∗·i0·
√
g00
= 0 , A∗ik = 0


. (4.87)

Сравнивая эти выражения с наблюдаемыми компонентами тен-
зора и псевдотензора Максвелла (4.86), также вычисленными в со-
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путствующей системе отсчёта, мы видим, что в случае спин-взаимо-
действия имеется аналог лишь “магнитной” составляющей поля не-
голономности H ik = Aik = himhknAmn. Аналог “электростатической”
составляющей поля неголономности в спин-взаимодействии полу-
чается равным нулю Ei =

A·i0 ·√
g00
= 0. Это неудивительно, так как спин

(внутреннее поле вращения) частицы взаимодействует с внешним
полем неголономности пространства и оба этих поля созданы дви-
жением. Кроме того, для поля неголономности аналог “магнитной”
составляющей H ik = Aik , 0 не может быть дуальным равной ну-
лю величине H∗i = A∗·i0 ·√

g00
= 0. Аналогия с электромагнитным полем

получается неполной. Но абсолютного совпадения и не следова-
ло ожидать, так как тензор неголономности и тензор электромаг-
нитного поля имеют немного разную структуру: тензор Максвелла
представляет собой ротор Fαβ =

∂Aβ
∂xα −

∂Aα
∂x β , а тензор неголономности

является ротором с “добавками” Aαβ = 1
2 chαµhβν

(
∂bν
∂x µ −

∂bµ
∂xν

)
. Тем не

менее, мы не сомневаемся, что сравнительный анализ этих близких
по структуре полей в будущем позволит построить теорию спин-
взаимодействия, схожую с теорией электромагнитных явлений.

Неполная аналогия поля неголономности пространства и элек-
тромагнитного поля, в частности, приводит ещё вот к чему. Если
определить силу спин-взаимодействия так же, как и силу Лорен-
ца Φα = e

c Fα·
·σUσ, то получившееся выражение Φα = η0

c2 Aα··σUσ будет
включать в себя не все члены правых частей уравнений движе-
ния частицы со спином. Однако сторонняя сила, действующая на
частицу, по определению должна включать в себя все факторы, от-
клоняющие частицу от геодезической траектории, т.е. все члены в
правых частях динамических уравнений движения. Иначе говоря,
четырёхмерная сила спин-взаимодействия Φα [грамм/сек] опреде-
ляется общековариантным выражением

Φα =
DSα

ds
=

dSα

ds
+ ΓαµνSµ

dxν

ds
, (4.88)

проекция которого на пространство (после деления на c) даёт трёх-
мерную силу спин-взаимодействия Φi [грамм см сек−2]

Φi = −
1
c2

d
dτ

(
ηvi) − 2η

c2

(
Di

k + A·ik·
)

vk +
η

c2 F i −
η

c2 ∆
i
nk vnvk. (4.89)
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Продолжая сопоставление электромагнитного и спин-взаимо-
действия, по аналогии с инвариантами электромагнитного поля
(3.25, 3.26) вычислим инварианты поля неголономности. В сопут-
ствующей системе отсчёта они принимают вид

J1 = AαβAαβ = Aik Aik = εikm ε
iknΩ∗mΩ∗n = 2Ω∗iΩ∗i, (4.90)

J2 = AαβA∗αβ = 0 . (4.91)

Таким образом, скалярный инвариант J1 = 2Ω∗iΩ∗i всегда от-
личен от нуля, так как в противном случае пространство являлось
бы голономным (не вращалось) и, поэтому, спин-взаимодействие
отсутствовало бы.

Теперь приступим к исследованию физических условий дви-
жения элементарных частиц со спином. На основе определения
х.и.-вектора гравитационно-инерциальной силы

Fi =
1

1 − w
c2

(
∂w
∂xi −

∂vi

∂t

)
= − c2

∂ ln
(
1 − w

c2

)
∂xi −

∗∂vi

∂t
(4.92)

выразим тензор неголономности Aik (1.36) через гравитационный
потенциал и скорость вращения пространства

Aik =
1
2

(
∗∂vk

∂xi −
∗∂vi

∂xk

)
+ vi

∂ ln
√

1 − w
c2

∂xk − vk

∂ ln
√

1 − w
c2

∂xi . (4.93)

Отсюда видно, что тензор неголономности Aik представляет со-
бой трёхмерный наблюдаемый вихрь линейной скорости вращения
пространства с двумя добавочными членами, созданными взаимо-
действием поля гравитационного потенциала w и поля вращения
пространства.

Вместе с тем спин-взаимодействие, из-за малости абсолютного
значения постоянной Планка, сказывается лишь на движении эле-
ментарных частиц. Причём в масштабах столь малых масс и рас-
стояний, как известно, интенсивность гравитационного взаимодей-
ствия на несколько порядков слабее электромагнитного, слабого
(спинового) и сильного взаимодействий. Учитывая это обстоятель-
ство, можно считать, что при спин-взаимодействии в выражении
для тензора неголономности Aik (4.93) гравитационный потенциал
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w→ 0. Тогда в масштабах элементарных частиц Aik представляет
собой наблюдаемый вихрь (ротор) в “чистом” виде

Aik =
1
2

(
∗∂vk

∂xi −
∗∂vi

∂xk

)
, (4.94)

а в векторе гравитационно-инерциальной силы (4.92) остаётся лишь
инерциальная (кориолисова) часть

Fi = −
∗∂vi

∂t
= −

1

1 − w
c2

∂vi

∂t
= −

∂vi

∂t
. (4.95)

Тождества Зельманова [9,11–13], связывающие гравитационно-
инерциальную силу и вращение пространства

2
√

h

∗∂

∂t

(√
hΩ∗i

)
+ εijk ∗∇j Fk = 0 , ∗∇kΩ

∗k +
1
c2 FkΩ

∗k = 0 , (4.96)

для элементарных частиц (w→ 0) принимают вид

1
√

h

∂

∂t

(√
hΩ∗i

)
+

1
2
εijk

 ∗∂2vk

∂x j∂t
−

∗∂2vj

∂xk∂t

 = 0

∗∇kΩ
∗k −

1
c2

∗∂vk

∂t
Ω∗k = 0

 . (4.97)

Если подставить сюда
∗∂vk
∂t = 0, т.е. предположить, что наблю-

даемое вращение пространства является стационарным, то мы по-
лучим ∗∇kΩ

∗k = 0, т.е. псевдовектор угловой скорости вращения
пространства будет сохраняться. Это означает отсутствие “токов”
поля вращения. Тогда первое (векторное) тождество примет вид

Ω∗iD +
∗∂Ω∗i

∂t
= 0 , (4.98)

откуда следует, что величина D= det ∥Dn
n ∥=

∗∂ ln
√

h
∂t = 0, т.е. скорость

относительного расширения элементарного объёма пространства
равна нулю.

Итак, мы получили, что в масштабе элементарных частиц поле
угловых скоростей, с которыми вращается пространство, остаётся
неизменным (∗∇kΩ

∗k = 0) и, кроме того, пространство не деформи-
руется (D= 0).
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Поэтому возможно, что стационарное состояние поля неголо-
номности пространства (внешнего поля при спиновом взаимодей-
ствии) является необходимым условием устойчивости элементар-
ных частиц. Отсюда можно сделать вывод, что долгоживущие спи-
новые частицы обладают устойчивыми внутренними вращениями,
а короткоживущие частицы представляют собой неустойчивые про-
странственные вихри.

Расчёт движений короткоживущих элементарных частиц пред-
ставляет собой значительные трудности, так как мы не располагаем
экспериментальными данными о структуре вихрей, которые могут
их породить. В тоже время расчёт для долгоживущих элементарных
частиц, т.е. в безвихревом внешнем поле вращения пространства
(когда вращение пространства является стационарным), позволяет
получить точные решения уравнений их движения. Более подробно
мы рассмотрим эти вопросы в следующем параграфе.

4.5 Движение элементарных частиц со спином

Как мы уже упоминали, постоянная Планка из-за малости сво-
его абсолютного значения оказывает влияние лишь в масштабах
элементарных частиц, когда гравитационное взаимодействие на
несколько порядков слабее электромагнитного, слабого и сильно-
го взаимодействий. Поэтому, полагая гравитационный потенциал
w→ 0 в уравнениях движения частиц со спином (4.70–4.73) и (4.82–
4.85), мы автоматически получаем уравнения движения элементар-
ных частиц.

При этом, как мы выяснили в предыдущем параграфе §4.4, при
стационарном вращении пространства

∗∂vk
∂t = 0 в масштабах элемен-

тарных частиц след тензора скоростей деформации пространства
равен нулю D= 0. Конечно, из равенства нулю следа какого-либо
тензора вовсе не следует, что сам тензор тоже равен нулю. Вместе с
тем деформация пространства—явление редкое и в исследованиях
движения элементарных частиц мы будем полагать Dik = 0.

Кроме того, ранее в §4.3 мы показали, что при стационарном
вращении пространства условие сохранения спин-импульса части-
цы Sα принимает вид (4.68)

nℏmnεimn vk 1
√

h

∂

∂xk

(√
hΩ∗i

)
= 0 . (4.99)
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С другой стороны, при
∗∂vk
∂t = 0 из тождеств Зельманова (4.97)

следует

∗∇kΩ
∗k =

∂Ω∗k

∂xk +
∂
√

h
∂xk Ω

∗k =
1
√

h

∂

∂xk

(√
hΩ∗k

)
= 0 . (4.100)

Первое условие выполняется, когда ∂
∂xk

(√
hΩ∗k

)
= 0. Оно имеет

место, если псевдовектор угловой скорости вращения пространства
имеет вид

Ω∗i =
Ω∗i(0)
√

h
, Ω∗i(0) = const , (4.101)

при этом выполняется и второе условие (4.100).
С учётом вышеупомянутых условий, на основе выражений (4.70,

4.71) мы получаем х.и.-уравнения движения для массовой элемен-
тарной частицы нашего мира, движущейся относительно обычного
наблюдателя в будущее (прямой ход времени)

dm
dτ
= −

1
c2

dη
dτ

, (4.102)

d
dτ

(
mvi) + 2mA·ik·v

k + m∆i
nk vnvk =

= −
1
c2

d
dτ

(
ηvi) − 2η

c2 A·ik·v
k −

η

c2 ∆
i
nk vnvk,

(4.103)

а из (4.72, 4.73) получаем для массовой элементарной частицы за-
зеркалья, движущейся в прошлое (обратный ход времени),

−
dm
dτ
=

1
c2

dη
dτ

, (4.104)

d
dτ

(
mvi) + m∆i

nk vnvk = −
1
c2

d
dτ

(
ηvi) − η

c2 ∆
i
nk vnvk, (4.105)

причём скалярные уравнения движения (временные проекции) по-
лучаются одинаковыми как для массовых частиц нашего мира, так
и для частиц зазеркалья.

При интегрировании скалярного уравнения движения в случае
прямого хода времени (движение из прошлого в будущее)∫ τ2

τ1=0

d
dτ

(
m +

η

c2

)
dτ = 0 , (4.106)
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мы получаем
m +

η

c2 = const = B , (4.107)

где B постоянная интегрирования, значение которой можно опре-
делить из начальных условий.

Чтобы понять физический смысл полученного интеграла “жи-
вых сил”, проведём аналогию между наблюдаемыми компонентами
четырёхмерного вектора импульса частицы Pα=m0

dxα
ds и четырёх-

мерного спин-импульса Sα= η0
c2

dxα
ds (они оба касательны к мировой

линии частицы). Их наблюдаемые компоненты имеют вид

P0
√
g00
= ±m , Pi =

1
c

mvi =
1
c

pi

S0
√
g00
= ±

1
c2 η , S i =

1
c3 ηvi

 . (4.108)

По аналогии с релятивистской массой частицы ±m назовём ве-
личину ± 1

c2 η релятивистской спин-массой. Тогда 1
c2 η0 есть спин-

масса покоя частицы. Из теоремы живых сил для элементарной
частицы со спином (4.107) следует, что (при сделанных предпо-
ложениях) сумма релятивистской массы частицы и её спин-массы
сохраняется вдоль траектории движения.

Теперь, используя интеграл живых сил (решение скалярного
уравнения движения), приступим к решению векторных уравнений
движения элементарной массовой частицы нашего мира (4.103).
Подставляя (4.107) в векторные уравнения движения (4.103), после
сокращения на константу получаем

dvi

dτ
+ 2A·ik·v

k + ∆i
nk vnvk = 0 , (4.109)

т.е. чисто кинематические уравнения движения (в данном случае,
негеодезического). Член ∆i

nk vnvk, представляющий собой свёрт-
ку х.и.-символов Кристоффеля с наблюдаемой скоростью частицы,
является пренебрежимо малым, если вдоль траектории частицы на-
блюдаемая пространственная метрика hik =−gik +

1
c2 vi vk близка к

евклидовой. Такое возможно, когда скорость вращения простран-
ства много меньше скорости света, а трёхмерная координатная мет-
рика gik является евклидовой. Тогда диагональные компоненты на-
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блюдаемого метрического тензора имеют значения

h11 = h22 = h33 = +1 , (4.110)

а его остальные компоненты hik = 0, если i, k. Причём четырёхмер-
ная метрика в этом случае не может быть галилеевой из-за того, что
трёхмерное пространство вращается относительно времени. Иначе
говоря, хотя трёхмерное пространство в данном случае является
плоским евклидовым, четырёхмерное пространство-время не явля-
ется плоским пространством Минковского, а представляет собой
псевдориманово пространство с метрикой

ds2 = g00 dx0dx0 + 2g0i dx0dxi + gik dxidxk =

= c2dt2 + 2g0i cdtdxi −
(
dx1)2

−
(
dx2)2

−
(
dx3)2

.
(4.111)

Пусть вращение пространства происходит с постоянной угло-
вой скоростью Ω= const относительно лишь одной из осей, напри-
мер, вокруг оси x3. Тогда линейная скорость пространства отсчёта
vi =Ωik xk принимает вид

v1 = Ω12 x2 = Ω y , v2 = Ω21 x1 = −Ω x , (4.112)

где Aik =Ωik. Тогда очевидно, что у тензора неголономности Aik

отличны от нуля только следующие компоненты

A12 = −A21 = −Ω . (4.113)

С учётом этого векторные уравнения движения элементарной
частицы нашего мира (4.109) принимают вид

dv1

dτ
+ 2Ωv2 = 0 ,

dv2

dτ
− 2Ωv1 = 0 ,

dv3

dτ
= 0 . (4.114)

Решение третьего уравнения тривиально

v3 = v3
(0) = const. (4.115)

Далее, учитывая, что v3 = dx3

dτ , мы записываем координату x3 в
следующем виде

x3 = v3
(0)τ + x3

(0) , (4.116)
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где x3
(0) значение координаты x3 в начальный момент времени τ= 0.

Теперь выразим v2 из первого уравнения (4.114)

v2 = −
1

2Ω
dv1

dτ
, (4.117)

продифференцируем полученное выражение по dτ

dv2

dτ
= −

1
2Ω

d2v1

dτ2 , (4.118)

и, подставив его во второе уравнение (4.114), получаем

d2v1

dτ2 + 4Ω2v1 = 0 , (4.119)

т.е. уравнение свободных колебаний. Его решение имеет вид

v1 = C1 cos (2Ωτ) +C2 sin (2Ωτ) , (4.120)

где C1 и C2 константы интегрирования, значения которых можно
получить из условий в момент τ= 0

v1
(0) = C1

dv1

dτ

∣∣∣∣∣∣
τ=0
= − 2ΩC1 sin (2Ωτ)

∣∣∣
τ=0 + 2ΩC2 cos (2Ωτ)

∣∣∣
τ=0

 . (4.121)

Таким образом, C1 = v1
(0), C2 =

v̇1
(0)

2Ω , где v̇1
(0) =

dv1

dτ

∣∣∣
τ=0. Тогда реше-

ние уравнения для v1 принимает окончательный вид

v1 = v1
(0) cos (2Ωτ) +

v̇1
(0)

2Ω
sin (2Ωτ) , (4.122)

т.е. скорость элементарной частицы в направлении x1 испытывает
синусоидальные колебания с частотой, равной удвоенной угловой
скорости вращения пространства.

Учитывая, что v1 = dx1

dτ , проинтегрируем полученное уравнение
(4.122) по dτ. В результате получаем

x1 =
v1

(0)

2Ω
sin (2Ωτ) −

v̇1
(0)

4Ω2 cos (2Ωτ) +C3 . (4.123)
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Полагая, что в начальный момент τ= 0 величина x1 = x1
(0), нахо-

дим постоянную интегрирования C3 = x1
(0) +

v̇1
(0)

4Ω2 . Тогда для коорди-
наты x1 элементарной частицы имеем

x1 =
v1

(0)

2Ω
sin (2Ωτ) −

v̇1
(0)

4Ω2 cos (2Ωτ) + x1
0 +

v̇1
(0)

4Ω2 , (4.124)

т.е. координата x1 элементарной частицы также испытывает сво-
бодные колебания с частотой, равной 2Ω.

Теперь, подставляя во второе уравнение движения (4.114) по-
лученную величину v1 (4.122), находим выражение

dv2

dτ
= 2Ωv1

(0) cos (2Ωτ) + v̇1
(0) sin (2Ωτ) , (4.125)

интегрирование которого даёт v2

v2 = v1
(0) sin (2Ωτ) −

v̇1
(0)

2Ω
cos (2Ωτ) +C4 . (4.126)

Полагая, что в начальный момент τ= 0 скорость v2 = v2
(0), нахо-

дим постоянную интегрирования C4 = v2
(0) +

v̇1
(0)

2Ω . Тогда

v2 = v1
(0) sin (2Ωτ) −

v̇1
(0)

2Ω
cos (2Ωτ) + v2

(0) +
v̇1

(0)

2Ω
. (4.127)

Учитывая, что v2 = dx2

dτ , проинтегрируем это выражение по dτ. В
результате получаем выражение для координаты x2 элементарной
частицы

x2 = −
v̇1

(0)

4Ω2 sin (2Ωτ) −
v1

(0)

2Ω
cos (2Ωτ) + v2

(0)τ +
v̇1

(0)τ

2Ω
+C5 . (4.128)

Постоянная интегрирования находится из начальных условий
x2 = x2

(0) при τ= 0 и равна C5 = x2
(0) +

v1
(0)

2Ω . Тогда окончательно выра-
жение для координаты x2 принимает вид

x2 = v2
(0)τ +

v̇1
(0)τ

2Ω
−

v̇1
(0)

4Ω2 sin (2Ωτ) −

−
v1

(0)

2Ω
cos (2Ωτ) + x2

(0) +
v1

(0)

2Ω
.

(4.129)
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Из этого выражения следует вывод: если в начальный момент
наблюдаемого времени τ= 0 элементарная частица обладала ско-
ростью v2

(0) в направлении x2 и ускорением v̇1
(0) в направлении x1, то

эта частица, наряду со свободными колебаниями координаты x2 с
частотой, равной удвоенной угловой скорости вращения простран-
стваΩ, испытывает линейное смещение вдоль оси x2 на расстояние,
равное ∆x2 = v2

(0)τ+
v̇1

(0)τ

2Ω .
Теперь, возвращаясь к интегралу живых сил (решению скаляр-

ного уравнения движения) для элементарной частицы со спином
m+ η

c2 = B= const (4.107), можно вычислить постоянную интегри-
рования B. Из (4.107), записанного в виде

m0 +
η0

c2 = B

√
1 −

v2

c2 , (4.130)

следует, что квадрат физической наблюдаемой скорости частицы
(v)2= const. Так как компоненты наблюдаемой скорости элемен-
тарной частицы уже получены, можно записать выражение для её
квадрата, которое из-за того, что рассматриваемая трёхмерная мет-
рика является евклидовой, принимает вид(

v1)2
+

(
v2)2
+

(
v3)2
=

=
(
v1

(0)
)2
+

(
v2

(0)
)2
+

(
v3

(0)
)2
+

(
v̇1

(0)
)2

2Ω2 +
v̇1

(0)v̇
2
(0)

Ω
+

+ 2

v2
(0) +

v̇1
(0)

2Ω

 v1
(0) sin (2Ωτ) −

v̇1
(0)

2Ω
cos (2Ωτ)

 .
(4.131)

Отсюда видно, что квадрат скорости частицы сохраняется, если
v̇2

(0) = 0 и v̇1
(0) = 0. Тогда постоянная интегрирования B из (4.107)

B =
m0 +

η0
c2√

1 −
v2

(0)

c2

,
(
v2

(0)
)2
=

(
v1

(0)
)2
+

(
v3

(0)
)2
= const , (4.132)

а собственно интеграл живых сил (4.107) принимает вид

m +
η

c2 =
m0 +

η0
c2√

1 −
v2

(0)

c2

, (4.133)
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т.е. представляет собой условие сохранения суммы релятивистской
массы частицы m и её спин-массы η

c2 .
Здесь следует сделать одно замечание, касающееся всего ска-

занного о движении элементарных частиц. Учитывая в выражении
η0 = nℏmnAmn, что Amn = εmnkΩ

∗k, мы получаем

η0 = nℏmnAmn = 2nℏ∗kΩ∗k, (4.134)

где ℏ∗k = 1
2 εnmkℏ

mn трёхмерный х.и.-псевдовектор внутреннего мо-
мента элементарной частицы. Таким образом, величина η0 есть ска-
лярное произведение двух трёхмерных наблюдаемых х.и.-псевдо-
векторов: внутреннего момента частицы ℏ∗k и угловой скорости
вращения пространства Ω∗k. Следовательно, спин-взаимодействие
отсутствует, если псевдовекторы внутреннего вращения частицы и
взаимодействующего с ним поля внешнего вращения пространства
наблюдаются ортогональными.

Теперь вновь вернёмся к уравнениям движения элементарных
частиц со спином. С учётом констант интегрирования решения век-
торных уравнений движения принимают вид

v1 = v1
(0) cos (2Ωτ) , x1 =

v1
(0)

2Ω
sin (2Ωτ) + x1

(0)

v2 = v2
(0) sin (2Ωτ) , x2 = −

v1
(0)

2Ω
cos (2Ωτ) +

v1
(0)

2Ω
+ x2

(0)

v3 = v3
(0), x3 = v3

(0)τ + x3
(0)


. (4.135)

Получим уравнение трёхмерной кривой, по которой движется
массовая элементарная частица нашего мира. Пусть начальное сме-
щение частицы равно нулю x1

(0) = x2
(0) = x3

(0) = 0. Тогда её трёхмерные
координаты в произвольный момент времени будут иметь вид

x1 = x = a sin (2Ωτ)

x2 = y = a [1 − cos (2Ωτ)]

x3 = z = bτ

 , (4.136)

где a=
v1

(0)

2Ω , b= v3
(0). Полученные решения для координат представ-

ляют собой параметрические уравнения поверхности, по которой
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движется элементарная массовая частица. Чтобы наглядно пред-
ставить себе эту поверхность, перейдём от параметрической фор-
мы записи к координатной, исключив из уравнений параметр τ.
Возводя выражения для координат x и y в квадрат, получаем

x2 + y2 = 2a2 [1 − cos (2Ωτ)] =

= 4a2 sin2 (Ωτ) = 4a2 sin2 zΩ
b
.

(4.137)

Полученный результат напоминает уравнение винтовой линии
x2 + y2 = a2, z= bτ, но лишь отчасти. Можно сказать, что частица
движется по поверхности цилиндра с постоянной скоростью b= v3

(0)
вдоль его оси z, причём радиус этого цилиндра пульсирует с часто-
той Ω в пределах от нуля (при z= πkb

2Ω ) до её наибольшего значения

2a=
v1

(0)

Ω
(при z= πkb

2Ω ).
*

Итак, траектория массовой элементарной частицы нашего ми-
ра напоминает винтовую линию, “намотанную” на пульсирующий
цилиндр. Время жизни частицы — длина этого цилиндра, отнесён-
ная к её скорости вдоль оси z (оси цилиндра). Пульсации цилиндра
— энергетические “вдохи” и “выдохи” частицы. Это означает, что
полученный нами цилиндр представляет собой цилиндр событий
частицы от её рождения в нашем мире (акта материализации) до её
смерти (дематериализации). Впрочем, даже после смерти (распа-
да) элементарной частицы цилиндр событий не прекращает своего
существования полностью, а лишь расщепляется на несколько ци-
линдров событий других элементарных частиц — продуктов рас-
пада (как в нашем мире, так и в зазеркалье).

Поэтому корректное исследование процессов рождения и рас-
пада элементарных частиц в общей теории относительности сво-
дится к рассмотрению участков разветвления цилиндров событий
с учётом возможных ответвлений, ведущих в зазеркалье.

Еслиже рассматривать движение двух связанных элементарных
частиц со спином, вращающихся вокруг общего центра масс, на-
пример, позитрония (гантелеподобной связанной системы из элек-
трона и позитрона), то мы получим двойную спираль наподобие
спирали ДНК — закрученную “верёвочную лестницу” со множе-

*Здесь k= 0, 1, 2, 3, . . . Если v3
(0) = 0, то частица просто колеблется в плоскости

xy (плоскости сечения цилиндра).
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ством перекладинок (связей частиц), навитую на пульсирующий
цилиндр событий.

Теперь получим решение уравнений движения массовой эле-
ментарной частицы со спином в зазеркалье — мире с обратным
ходом времени. При рассматриваемых нами физических условиях
(стационарное вращение пространства с малой скоростью, отсут-
ствие деформации и евклидовость трёхмерной метрики), эти урав-
нения (4.104, 4.105) принимают вид

−
dm
dτ
=

1
c2

dη
dτ

, (4.138)

d
dτ

(
mvi) = − 1

c2

d
dτ

(
ηvi) . (4.139)

Решением скалярного уравнения движения является интеграл
живых сил m+ η

c2 = B= const. Подставляя его в векторные уравне-
ния движения (4.139), получаем их решение

dvi

dτ
= 0 , (4.140)

следовательно vi = vi
(0) = const. Это означает, что с точки зрения

обычного наблюдателя элементарные массовые частицы зазерка-
лья движутся прямолинейно с постоянной скоростью, в отличие от
наблюдаемого движения частиц нашего мира, описывающих пуль-
сирующую “винтовую” линию.

Вместе с тем, с точки зрения гипотетического наблюдателя, на-
ходящегося в зазеркалье, наоборот, движение частиц нашего мира
будет прямолинейным и равномерным, тогда как частицы зазерка-
лья будут описывать пульсирующие “винтовые” линии.

Таким же образом можно было бы рассчитать и движение без-
массовых (светоподобных) элементарных частиц со спином, но мы
не знаем, насколько законным в этом случае было бы наше пред-
положение о том, что линейная скорость вращения пространства
отсчёта много меньше скорости света. Между тем, именно пред-
положение о малости скорости вращения пространства позволи-
ло нам получить точное решение уравнений движения массовых
элементарных частиц, хотя методы решения уравнений движения
массовых и безмассовых элементарных частиц не отличаются.
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4.6 Частица со спином в электромагнитном поле

В этом параграфе мы выведем и исследуем х.и.-динамические
уравнения движения частицы, обладающей электрическим зарядом
и спином, движущейся во внешнем электромагнитном поле в четы-
рёхмерном псевдоримановом пространстве.

Метод вывода — проецирование на время и на пространство
общековариантных уравнений параллельного переноса вдоль четы-
рёхмерной траектории суммарного вектора

Qα = Pα +
e
c2 Aα + Sα, (4.141)

где Pα четырёхмерный вектор импульса частицы, движущейся в
данном случае вдоль негеодезической траектории.

Соответственно, остальные два члена в формуле (4.141) — это
четырёхмерный импульс, приобретаемый частицей из-за взаимо-
действия её заряда с электромагнитным полем, и импульс, при-
обретаемый частицей за счёт взаимодействия её спина с полем
неголономности пространства. Причём, так как векторы Pα и Sα

направлены по касательной к четырёхмерной траектории (мировой
линии) частицы, мы положим, что третий вектор Aα (четырёхмер-
ный потенциал электромагнитного поля) тоже касателен к мировой
линии частицы. В этом случае его структура имеет вид Aα =φ0

dxα
ds ,

при этом соотношение qi =
φ
c vi (см. §3.8) устанавливает связь меж-

ду скалярным потенциалом φ и вектор-потенциалом qi электромаг-
нитного поля.

Тогда физически наблюдаемые компоненты φ̃ и q̃i суммарного
вектора частицы с зарядоми спином, представляющие собой суммы
аналогичных компонент всех трёх слагаемых векторов, принимают
следующий вид

φ̃ = ±
(
m +

eφ
c2 +

η

c2

)
, q̃i =

1
c2 mvi +

1
c3 (η + eφ) vi, (4.142)

где m релятивистская масса частицы, φ скалярный потенциал элек-
тромагнитного поля, а величина η характеризует взаимодействие
спина частицы с внешним полем неголономности пространства

m =
m0√
1 − v2

c2

, φ =
φ0√

1 − v2

c2

, η =
η0√

1 − v2

c2

. (4.143)



200 Глава 4 Частица со спином в псевдоримановом пространстве

Вообще вывод этих уравнений ничем не отличается от вывода
уравнений движения отдельно для заряженной частицы и отдельно
для частицы со спином, только сейчас нам предстоит проецировать
абсолютную производную суммы трёх векторов. Используя выра-
жения для φ̃ и q̃i (4.142), получаем х.и.-уравнения движения массо-
вой заряженной частицы со спином, движущейся в нашем мире (из
прошлого в будущее)

dm
dτ
−

m
c2 Fi vi +

m
c2 Dik vivk =

= −
1
c2

d
dτ

(η + eφ) +
η + eφ

c4 Fi vi −
η + eφ

c4 Dik vivk,

(4.144)

d
dτ

(
mvi) + 2m

(
Di

k + A·ik·
)

vk − mF i + m∆i
nk vnvk =

= −
1
c2

d
dτ

[
(η + eφ) vi

]
−

2 (η + eφ)
c2

(
Di

k + A·ik·
)

vk +

+
η + eφ

c2 F i −
η + eφ

c2 ∆i
nk vnvk,

(4.145)

и уравнения движения массовой частицы с зарядом и спином, дви-
жущейся в зазеркалье (т.е. из будущего в прошлое)

−
dm
dτ
−

m
c2 Fi vi +

m
c2 Dik vivk =

=
1
c2

d
dτ

(η + eφ) +
η + eφ

c4 Fi vi −
η + eφ

c4 Dik vivk,

(4.146)

d
dτ

(
mvi) + mF i + m∆i

nk vn vk =

= −
1
c2

d
dτ

[
(η + eφ) vi

]
−
η + eφ

c2 F i −
η + eφ

c2 ∆i
nk vnvk.

(4.147)

При параллельном переносе в римановом пространстве дли-
на переносимого вектора сохраняется. Следовательно, его квадрат
является инвариантом в любой системе отсчёта. В том числе, в
сопутствующей системе отсчёта, где он имеет вид

QαQα = gαβ

(
Pα +

e
c2 Aα + Sα

) (
Pβ +

e
c2 Aβ + Sβ

)
=

= gαβ

(
m0 +

eφ0

c2 +
η0

c2

)2 dxα

ds
dxβ

ds
=

(
m0 +

eφ0

c2 +
η0

c2

)2
.

(4.148)
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В §3.9 мы уже показали, что при ориентации четырёхмерного
электромагнитного потенциала Aα вдоль мировой линии частицы
правые части х.и.-уравнений движения заряженной частицы суще-
ственно упрощаются: правая часть векторных уравнений движения
представляет собой х.и.-силу Лоренца Φi=−e

(
E i+ 1

c ε
ikmvk H∗m

)
, а

правая часть скалярного уравнения—скалярное произведение век-
тора напряжённости электрического поля Ei и х.и.-скорости дви-
жения частицы.

Учитывая это, запишем х.и.-уравнения движения массовой за-
ряженной частицы со спином (4.144–4.147) при её движении в на-
шем мире, т.е. из прошлого в будущее (прямой ход времени),

d
dτ

(
m +

η

c2

)
−

1
c2

(
m +

η

c2

)
Fi vi +

+
1
c2

(
m +

η

c2

)
Dik vivk = −

e
c2 Ei vi,

(4.149)

d
dτ

[(
m +

η

c2

)
vi

]
+ 2

(
m +

η

c2

) (
Di

k + A·ik·
)

vk −

(
m +

η

c2

)
F i +

+

(
m +

η

c2

)
∆i

nk vnvk = −e
(
E i +

1
c
εikmvk H∗m

)
,

(4.150)

и при её движении в зазеркалье, из будущего в прошлое (обратный
ход времени)

−
d
dτ

(
m +

η

c2

)
−

1
c2

(
m +

η

c2

)
Fi vi +

+
1
c2

(
m +

η

c2

)
Dik vivk = −

e
c2 Ei vi,

(4.151)

d
dτ

[(
m +

η

c2

)
vi

]
+

(
m +

η

c2

)
F i +

(
m +

η

c2

)
∆i

nk vnvk =

= − e
(
E i +

1
c
εikm vk H∗m

)
.

(4.152)

Теперь, чтобы получить конкретные выводы о движении эле-
ментарных частиц с электрическим зарядом и спином в псевдо-
римановом пространстве, нам необходимо задать конкретную гео-
метрическую структуру этого пространства. Как и в предыдущем
параграфе, где мы исследовали движение незаряженных элемен-
тарных частиц, будем полагать, что:
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1) гравитационное взаимодействие в масштабах элементарных
частиц пренебрежимо мало, т.е. потенциал w→ 0;

2) пространство вращается стационарно, т.е.
∗∂vk
∂t = 0;

3) пространство не деформируется, т.е. Dik = 0;
4) трёхмерная координатная метрика gik dxidxk является евкли-

довой, т.е. gik =
∣∣∣−1, i= k

0, i, k ;
5) пространство вращается с постоянной угловой скоростью Ω

вокруг оси x3 = z, т.е. компоненты линейной скорости враще-
ния равны v1 =Ω12 x2 =Ωy, v2 =Ω21x1 =−Ω x.

С учётом этих ограничений метрика в масштабах элементарных
частиц принимает вид

ds2 = c2dt2 − 2Ωy dtdx + 2Ω x dt dy − dx2 − dy2 − dz2, (4.153)

а характеристики пространства с такой метрикой таковы

Fi = 0 , Dik = 0 , A12 = −A21 = −Ω , A23 = A31 = 0 . (4.154)

Как и в §4.5, мы считаем, что скорость вращения пространства
много меньше скорости света (слабое поле неголономности). В та-
ком случае наблюдаемая трёхмерная метрика hik является евкли-
довой и все символы Кристоффеля ∆i

jk обращаются в нуль. Тогда
х.и.-уравнения движения массовой частицы с зарядом и спином
принимают вид (покомпонентно) для частицы нашего мира

d
dτ

(
m +

η

c2

)
= −

e
c2 Ei

dxi

dτ
, (4.155)

d
(
m + η

c2

)
v1

dτ
+ 2

(
m +

η

c2

)
Ωv2 =

= − e
(
E1 +

1
c
ε1km vk H∗m

)
d
(
m + η

c2

)
v2

dτ
− 2

(
m +

η

c2

)
Ωv1 =

= −e
(
E2 +

1
c
ε2km vk H∗m

)
d
(
m + η

c2

)
v3

dτ
= −e

(
E3 +

1
c
ε3km vk H∗m

)



, (4.156)
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и для аналогичной частицы в зазеркалье

d
dτ

(
m +

η

c2

)
=

e
c2 Ei

dxi

dτ
, (4.157)

d
(
m + η

c2

)
v1

dτ
= −e

(
E1 +

1
c
ε1km vk H∗m

)
d
(
m + η

c2

)
v2

dτ
= −e

(
E2 +

1
c
ε2km vk H∗m

)
d
(
m + η

c2

)
v3

dτ
= −e

(
E3 +

1
c
ε3km vk H∗m

)


. (4.158)

Из скалярного уравнения движения, как в нашем мире (4.155),
так и в зазеркалье (4.157), следует, что сумма релятивистской мас-
сы элементарной частицы и её спин-массы (характеристики спин-
взаимодействия с полем неголономности) равняется работе элек-
трического поля по перемещению данной заряженной частицы на
участке dxi. Из векторных уравнений движения следует, что, как
в нашем мире (4.156), так и в зазеркалье (4.158), сумма трёхмер-
ных импульса частицы и спин-импульса в направлении оси x3 = z
определяется лишь компонентой силы Лоренца вдоль этой оси.

Теперь наша задача состоит в том, чтобы вычислить траекторию
элементарной частицы с зарядом и спином в конкретном электро-
магнитном поле с заданными характеристиками. Так же, как в 3-й
главе, будем считать электромагнитное поле постоянным, т.е. не
зависящим от времени. Тогда напряжённости Ei и H∗i равны

Ei =
∂φ

dxi , (4.159)

H∗i =
1
2
εimn Hmn =

1
2c

εimn
[
∂ (φvm)

dxn −
∂ (φvn)

dxm − 2φAmn

]
. (4.160)

В 3-й главе нами была рассмотрена схожая задача — движение
заряженной массовой частицы в стационарных полях, но без учё-
та спина. Поэтому естественно, что в частном случае, когда спин
частицы равен нулю, решения уравнений заряженной частицы со
спином, как более общие, должны совпадать с результатами, полу-
ченными в 3-й главе рамках “чистой” электродинамики.
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При этом, чтобы сравнить наши расчёты с результатами, ко-
торые даёт электродинамика, было бы целесообразно исследовать
движение массовой элементарной частицы с зарядом и спином в
стационарных полях трёх характерных типов, рассмотренных на-
ми в 3-й главе, а также в книге Ландау и Лифшица Теория по-
ля: 1) однородное электрическое поле (магнитная составляющая
поля отсутствует); 2) однородное магнитное поле (электрическая
составляющая поля отсутствует); 3) однородные электрическое и
магнитное поля.

Вместе с тем в электродинамике рассматривается движение
обычных (не элементарных) частиц, и ещё не факт, что все три
рассмотренных там случая могут быть применены при ограничени-
ях на метрику, характерных для масштабов микромира. И мы сей-
час объясним, почему это происходит. Во-первых, спин частицы
влияет на её движение лишь в том случае, если существует внеш-
нее поле неголономности (вращения) пространства, следовательно,
тензор неголономности Aik , 0. А из выражений для электрической
и магнитной напряжённостей Ei и H∗i (4.159, 4.160) видно, что
неголономность пространства влияет лишь на напряжённость маг-
нитного поля. Таким образом, в основном нас будет интересовать
движение элементарной частицы в магнитном поле.

Во-вторых, скалярное уравнение движения массовой заряжен-
ной частицы с зарядом и спином (4.155)(

m0 +
η0

c2

) d
dτ

1√
1 − v2

c2

= −
e
c2 Ei vi (4.161)

в нерелятивистском случае, когда скорость частицы много меньше
скорости света, принимает вид

Ei vi = 0 , (4.162)

т.е. электрическое поле не совершает работы по перемещению
заряженной частицы при используемых нами ограничениях на мет-
рику, характерных длямасштабов элементарных частиц. Так какмы
рассматриваем стационарное поле, то полученное условие (4.162)
можно записать следующим образом

Ei vi =
∂φ

∂xi vi =
∂φ

∂xi

dxi

dτ
=

dφ
dτ
= 0 , (4.163)
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откуда следует, что скалярный потенциал поля постоянен (φ=const)
и магнитная напряжённость имеет вид

H∗i =
φ

2c
εimn

[
∂vm

∂xn −
∂vn

∂xm − 2
(
∂vm

∂xn −
∂vn

∂xm

)]
. (4.164)

Электрическое поле совершает работу по перемещению реля-
тивистской заряженной элементарной частицы, если абсолютная
величина её скорости не является стационарной

1

2c2
(
1 − v2

c2

)3/2

(
m0 +

η0

c2

) dv2

dτ
= −

e
c2 Ei vi , 0 . (4.165)

Таким образом, электрическая составляющая поля, при задан-
ных ограничениях на метрику, характерных в масштабах элемен-
тарныхчастиц, проявляется лишьдля релятивистских частиц, вели-
чина скорости которых не постоянна вдоль траектории. Тем самым
из рассмотрения в электрическом поле выпадают все “медленные”
элементарные частицы.

Поэтому общий случай, т.е. движение элементарной частицы
с произвольной (как малой, так и релятивистской) скоростью име-
ет смысл рассматривать в стационарном магнитном поле (когда
электрическая составляющая отсутствует).

4.7 Частица со спином в стационарном магнитном поле

Исследуем движение заряженной частицы со спином в стацио-
нарномоднородноммагнитномполе.При этом, как и в предыдущем
параграфе, будем считать. что пространство-время имеет метрику
вида (4.153). В этом случае Fi = 0 и Dik = 0. Поле неголономности
является стационарным. При вращении относительно оси z из всех
компонент тензора неголономности пространства отличны от ну-
ля только компоненты A12 =−A21 =−Ω= const, т.е. пространство
вращается в плоскости xy с постоянной угловой скоростью Ω.

В рассматриваемых условиях величина η0 = nℏmnAmn, характе-
ризующая взаимодействие спина (внутреннего вращения) частицы
с внешнимполемнеголономности (вращения) самого пространства,
имеет следующий вид

η0 = n
(
ℏ12A12 + ℏ

21A21
)
= 2nℏ12A12 = ±2nℏΩ , (4.166)
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где “плюс” обозначает сонаправленные ℏ и Ω (при A12 =−Ω чис-
ленное значение ℏ12 также отрицательно, ℏ12 =−ℏ), а “минус” озна-
чает, что они противоположно направлены (приA12 =−Ω численное
значение ℏ12 положительно, ℏ12 =+ℏ).

Уравнения движения заряженной частицы со спином принима-
ют следующий вид (при ориентации потенциала Aα вдоль мировой
линии частицы): для частицы нашего мира

d
dτ

(
m +

η

c2

)
= 0 , (4.167)

d
dτ

[(
m +

η

c2

)
vi

]
+ 2

(
m +

η

c2

)
A·ik·v

k +

(
m +

η

c2

)
∆i

nk vnvk =

= −
e
c
εikm vk H∗m ,

(4.168)

и для аналогичной частицы в зазеркалье

−
d
dτ

(
m +

η

c2

)
= 0 , (4.169)

d
dτ

[(
m +

η

c2

)
vi

]
+

(
m +

η

c2

)
∆i

nk vnvk = −
e
c
εikm vk H∗m . (4.170)

Интегрируя теорему живых сил (скалярное уравнение), полу-
чаем интеграл живых сил. В нашем мире и в зазеркалье, соответ-
ственно, он имеет вид

m +
η

c2 = B = const , m +
η

c2 = −B̃ = const , (4.171)

где B постоянная интегрирования в нашем мире и B̃ в зазеркалье.
Вычислим эти константы, подставив в (4.171) начальные условия в
момент τ= 0. В результате получаем

B = m0 +
η0

c2 = m0 +
nℏmnAmn

c2 , (4.172)

B̃ = −m0 −
η0

c2 = −m0 −
nℏmnAmn

c2 . (4.173)

Из интегралов живых сил в стационарном однородном магнит-
ном поле (4.171) следует, что в отсутствии электрической состав-
ляющей электромагнитного поля квадрат скорости заряженной ча-
стицы со спином сохраняется v2 = hik vivk = const.
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Подставляя выражения для интегралов живых сил в выражения
(4.168, 4.170), получаем векторные уравнения движения в нашем
мире и в зазеркалье, соответственно,

dvi

dτ
+ 2A·ik·v

k + ∆i
nk vnvk = −

e
cB

εikm vk H∗m , (4.174)

dvi

dτ
+ ∆i

nk vnvk = −
e

cB̃
εikm vk H∗m . (4.175)

Они аналогичны уравнениям движения заряженной частицы без
спина в стационарном однородном магнитном поле (3.290, 3.291)
с той лишь поправкой, что в данном случае константа интегриро-
вания интеграла живых сил, стоящая в знаменателе правой части,
равна не релятивистской массе m, как в электродинамике (3.290,
3.291), а выражению (4.171), которое учитывает взаимодействие
спина частицы с полем неголономности пространства. То же самое
и с покомпонентной записью векторных уравнений (3.298, 3.299).

Для тех, кто интересуется подробностями метода хронометри-
ческих инвариантов, отметим один момент, касающийся покомпо-
нентной записи уравнений движения. При вычислении компонент
члена A·ik·v

k, присутствующих только в уравнениях движения в на-
шем мире, получается, например, для i= 1

A·1k·v
k = A·11·v

1 + A·12·v
2 = h12A12v1 + h11A21v2, (4.176)

где A12 =−A21 =−Ω. Тогда, вычисляя A·11· и A·12·, имеем

A·11· = h1mA1m = h11A11 + h12A12 = h12A12 , (4.177)

A·12· = h1mA2m = h11A21 + h12A22 = h11A21 , (4.178)

где hik суть элементы матрицы, обратной матрице hik

h11 =
h22

h
, h12 = −

h12

h
. (4.179)

Тогда, так как определитель трёхмерного наблюдаемого метри-
ческого тензора (см. §3.12) имеет вид

h = det ∥hik∥ = 1 +
Ω2

(
x2 + y2

)
c2 , (4.180)
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искомая величина A·1k·v
k (4.176) составляет

A·1k·v
k =
Ω

h

[
Ω2

c2 xy ẋ +
(
1 +
Ω2x2

c2

)
ẏ

]
. (4.181)

Аналогично вычисляется и компонента A·2k·v
k, входящая в урав-

нение движения вдоль оси y.
Теперь вернёмся к векторным уравнениям движения заряжен-

ной частицы со спином в стационарном однородном магнитном
поле. Будем решать их для двух возможных случаев взаимной ори-
ентации магнитного поля и поля неголономности.

4.7.1 Магнитное поле сонаправлено с полем неголономности
пространства

Пусть поле неголономности направлено вдоль оси z и является
слабым. В этом случае векторные уравнения движения массовой
частицы с зарядом и спином (покомпонентно) принимают следую-
щий вид: для частицы нашего мира

ẍ + 2Ω ẏ = −
eH
c B

ẏ , ÿ − 2Ω ẋ = −
eH
c B

ẋ , z̈ = 0 , (4.182)

и для частицы зазеркалья

ẍ = −
eH

c B̃
ẏ , ÿ = −

eH

c B̃
ẋ , z̈ = 0 . (4.183)

Они также отличаются от уравнений движения заряженной ча-
стицы без спина в стационарном однородном магнитном поле, со-
направленном слабому полю неголономности (3.104, 3.305), лишь
тем, что здесь в знаменателе правой части вместо релятивистской
массы частицы стоит константа интегрирования интеграла живых
сил, учитывающая взаимодействие спина частицы с полем неголо-
номности пространства.

Используя готовые решения для заряженной частицы в элек-
тромагнитном поле из §3.12, мы сразу получаем выражения для
координат x и y заряженной частицы со спином в нашем мире

x = −
[
ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ + ẋ(0) sin (2Ω + ω) τ

]
×

×
1

2Ω + ω
+ x(0) +

ẏ(0)

2Ω + ω
,

(4.184)
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y =
[
ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ − ẋ(0) cos (2Ω + ω) τ

]
×

×
1

2Ω + ω
+ y(0) −

ẋ(0)

2Ω + ω
,

(4.185)

и в зазеркалье

x = −
1
ω

[
ẏ(0) cosωτ + ẋ(0) sinωτ

]
+ x(0) +

ẏ(0)

ω
, (4.186)

y =
1
ω

[
ẏ(0) sinωτ − ẋ(0) cosωτ

]
+ y(0) −

ẋ(0)

ω
, (4.187)

отличающиеся от решений для заряженной частицы в электроди-
намике тем, что здесь частота ω учитывает взаимодействие спина
с полем неголономности пространства.

Массы частиц нашего мира положительны, следовательно, в на-
шем мире частота ω выражается следующим образом

ω =
eH

mc + η
c

=

eH

√
1 −

v2
(0)

c2

m0c + η0
c

=

eH

√
1 −

v2
(0)

c2

m0c ± 2nℏΩ
c

, (4.188)

где переменный знак в знаменателе зависит только от взаимной
ориентации ℏ и Ω: знак “плюс” имеет место, если ℏ и Ω сонаправ-
лены (знак их скалярного произведения положителен), а “минус”
— если они противоположно направлены (в этом случае их скаляр-
ное произведение принимает отрицательный знак), независимо от
выбора правой или левой системы координат. Подробности см. в
комментарии к формуле (4.166).

Массы частиц, обитающих в зазеркалье, имеют строго отрица-
тельные значения (4.143)

m = −
m0√

1 −
v2

(0)

c2

< 0 , η = −
η0√

1 −
v2

(0)

c2

< 0 , (4.189)

таким образом, в зазеркалье частота ω составляет

ω =
eH

mc + η
c

=

eH

√
1 −

v2
(0)

c2

−m0c − η0
c

=

eH

√
1 −

v2
(0)

c2

−m0c ∓ 2nℏΩ
c

. (4.190)
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При этом в полученных выражениях для координат (4.184–
4.187) уже учтено, что квадрат скорости частицы в нашем мире
и в зазеркалье (соответственно) является постоянным

ẋ(0) +
ÿ0

2Ω + ω
= 0 , ẋ(0) +

ÿ0

ω
= 0 , (4.191)

что вытекает из интеграла живых сил (§3.12). Решение третьего
уравнения движения (вдоль оси z) имеет простой вид

z = ż(0)τ + z(0) . (4.192)

Из полученных выражений для координат (4.184–4.187) видно:
заряженная массовая частица со спином в стационарном однород-
ном магнитном поле, параллельном слабому полю неголономности,
совершает гармонические колебания в направлениях x и y. Частота
этих колебаний в нашем мире равна

ω̃ = 2Ω + ω = 2Ω +
eH

m0c ± 2nℏΩ
c

√
1 −

v2
(0)

c2 . (4.193)

В зазеркалье частица совершает аналогичные колебания с ча-
стотой ω, приведённой в выражении (4.190).

В слабом поле неголономности величина nℏΩ много меньше
энергии m0c2 и, так как для малых величин 1

1±α � 1∓α, мы имеем

ω̃ � 2Ω +
eH
m0c

(
1 ∓

2nℏΩ
m0c2

)
. (4.194)

Если в начальный момент смещение и скорость частицы нашего
мира удовлетворяют условиям

x(0) +
ẏ0

2Ω + ω
= 0 , y(0) −

ẋ0

2Ω + ω
= 0 , (4.195)

она будет двигаться, как и заряженная частица без спина, в плос-
кости xy по окружности*

x2 + y2 =
ẏ2

0

(2Ω + ω)2 , (4.196)

*При этом мы выбираем ось y вдоль начального импульса частицы, что всегда
можно сделать. Тогда в выражениях для координат начальная скорость частицы
вдоль оси x будет равной нулю.
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только её радиус, равный

r =
ẏ0

2Ω + ω
=

ẏ0

2Ω + eH

m0 c± 2nℏΩ
c

√
1 −

v2
(0)

c2

, (4.197)

в данном случае зависит от величины спина частицы и его направ-
ления по отношению к полю неголономности пространства.

Если начальная скорость заряженной частицы со спином в на-
правлении магнитного поля (вдоль оси z) отлична от нуля, то она
движется вдоль линий напряжённости магнитного поля по винто-
вой линии с тем же радиусом r (4.197).

Частица зазеркалья, если в начальный момент её смещение и
скорость удовлетворяют условиям

x(0) +
ẏ0

ω
= 0 , y(0) −

ẋ0

ω
= 0 , (4.198)

также будет двигаться по окружности

x2 + y2 =
ẏ2

0

ω2 , (4.199)

радиус которой равен

r =
ẏ0

ω
=

ẏ0

eH
−m0 c∓ 2nℏΩ

c

√
1 −

v2
(0)

c2

. (4.200)

В общем случае, т.е. без дополнительных условий (4.195, 4.198),
траектория заряженной частицы со спином в плоскости xy отлича-
ется от окружности.

Теперь вычислим общую энергию и импульс заряженной части-
цы со спином в магнитном поле. Используя выражения для инте-
гралов живых сил, находим, что величина η0 в данном случае рав-
на η0 = nℏmnAmn = n

(
ℏ12A12 + ℏ

21A21
)
=±2nℏΩ. Подробности см. в

комментарии к формуле (4.166). Тогда для массовой частицы на-
шего мира мы получаем

Etot = Bc2 =
m0c2 ± 2nℏΩ√

1 −
v2

(0)

c2

= const , (4.201)
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а для массовой частицы зазеркалья

Etot = B̃c2 =
−m0c2 ∓ 2nℏΩ√

1 −
v2

(0)

c2

= const . (4.202)

Так как в данной задаче электрическая компонента поля отсут-
ствует, электромагнитное поле не вносит вклад в общую энергию
частицы (магнитное поле, как известно, не совершает работу по
перемещению электрического заряда).

Из полученных выражений (4.201, 4.202) видно: полная энергия
частицы со спином является постоянной, а её величина зависит от
взаимной ориентации внутреннего момента частицы ℏ и угловой
скорости вращения пространства Ω.

Последнее требует некоторых пояснений. По определению, ска-
лярная величина n (т.е. абсолютное значение спина частицы в еди-
ницах ℏ) имеет строго положительный знак, тогда как ℏ и Ω суть
численные значения компонент двух антисимметричных тензоров
hik и Ωik; каждый из этих тензоров принимает противоположные
значения в правой и левой системах координат. Но, так как мы
рассматриваем произведения этих величин, имеет значение лишь
их взаимная направленность, не зависящая от выбора правой или
левой системы координат.

Если ℏ и Ω сонаправлены (их скалярное произведение положи-
тельно), то полная энергия частицы нашего мира Etot (4.201) есть
сумма её релятивистской энергии E =mc2 и её “спин-энергии”

Es =
2nℏΩ√
1 −

v2
(0)

c2

, (4.203)

т.е. полная энергия частицы больше, чем E =mc2.
Если ℏ и Ω направлены в противоположные стороны, то Etot

есть разность между релятивистской энергией и спин-энергией ча-
стицы. Эта взаимная ориентация допускает особый случай, когда
m0c2 = 2nℏΩ и, следовательно, полная энергия частицы становится
равной нулю (этот случай мы рассмотрим в §4.8).

Для заряженных спиновых частиц с отрицательными массами,
населяющих зеркальный мир, полная энергия Etot (4.202) отрица-
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тельна, но её абсолютная величина также больше релятивистской
энергии E =−mc2 при условии, что ℏ и Ω являются сонаправлен-
ными.

Выражение для полного трёхмерного импульса частицы с заря-
дом и спином в магнитном поле нашего мира имеет вид

pi
tot =

m0c2 ± 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

vi = mvi ±
2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

vi, (4.204)

т.е. представляет собой алгебраическую сумму релятивистского
наблюдаемого импульса pi =mvi и спин-импульса, сообщаемого
частице со спином полем неголономности пространства. Полный
импульс частицы со спином превышает релятивистский импульс,
если ℏ и Ω сонаправлены, и, наоборот, уменьшаются, если ℏ и Ω
противоположно направлены.

В случае противоположной направленности ℏ и Ω полный им-
пульс частицы со спином обращается в нуль (как и её полная энер-
гия), если выполняется условие m0c2 = 2nℏΩ.

Для частицы зазеркалья в магнитном поле, соответственно,
трёхмерный импульс имеет вид

pi
tot =

−m0c2 ∓ 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

vi = −mvi ∓
2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

vi, (4.205)

т.е. частица движется быстрее, если ℏ и Ω сонаправлены, и мед-
леннее, если они направлены в противоположные стороны. Компо-
ненты скорости заряженной частицы со спином в магнитном поле,
сонаправленнымсполемнеголономности, с учётомусловий (4.191),
имеют вид в нашем мире

ẋ = ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ − ẋ(0) cos (2Ω + ω) τ , (4.206)

ẏ = ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ + ẋ(0) sin (2Ω + ω) τ , (4.207)

и в зазеркалье
ẋ = ẏ(0) sinωτ − ẋ(0) cosωτ , (4.208)

ẏ = ẏ(0) cosωτ + ẋ(0) sinωτ . (4.209)
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Тогда компоненты полного импульса частицы имеют следую-
щий вид (начальный импульс в плоскости xy мы полагаем направ-
ленным вдоль оси y): в нашем мире

p1
tot =

m0c2 ± 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ , (4.210)

p2
tot =

m0c2 ± 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ , (4.211)

p3
tot =

m0c2 ± 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

ż(0) , (4.212)

где частота ω имеет вид (4.188), и в зазеркалье

p1
tot =

−m0c2 ∓ 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

ẏ(0) sinωτ , (4.213)

p2
tot =

−m0c2 ∓ 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

ẏ(0) cosωτ , (4.214)

p3
tot =

−m0c2 ∓ 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

ż(0) , (4.215)

где ω равна (4.190). При этом, хотя напряжённость магнитного
поля не входит в выражение для полной энергии частицы Etot, тем
не менее она проявляется в выражении для полного импульса, так
как входит в частоту ω (4.190).

4.7.2 Магнитное поле ортогонально полю неголономности
пространства

Теперь рассмотрим движение массовой заряженной частицы со
спином в магнитном поле, ортогональном полю неголономности
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пространства. Естественно, как и раньше, речь идёт о стационарном
и однородном магнитном поле.

Итак, поле неголономности направлено вдоль оси z и является
слабым.Магнитное поле направлено вдоль оси y. Тогда, как нетруд-
но убедиться, векторные уравнения движения частицы со спином
будут аналогичны уравнениям для бесспиновой частицы, получен-
ным для рассматриваемой конфигурации полей для нашего мира
(3.338), и примут вид

ẍ + 2Ω ẏ =
eH
c B

ż , ÿ − 2Ω ẋ = 0 , z̈ = −
eH
c B

ẋ . (4.216)

Отличие от (3.338) лишь в том, что здесь знаменатель правой
части вместо релятивистской массы частицы содержит константу
интегрирования интеграла живых сил, учитывающую взаимодей-
ствие спина частицы с полем неголономности. После интегрирова-
ния получаем решения

x =
ẋ(0)

ω̃
sin ω̃τ −

ẍ(0)

ω̃2 cos ω̃τ + x(0) +
ẍ(0)

ω̃2 , (4.217)

y = −
2Ω
ω̃2

(
ẋ(0) cos ω̃τ +

ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
+ ẏ(0)τ+

+
2Ω
ω̃2 ẍ(0)τ + y(0) +

2Ω
ω̃2 ẋ(0) ,

(4.218)

z =
ω

ω̃2

(
ẋ(0) cos ω̃τ +

ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
+ ż(0)τ−

−
ω

ω̃2 ẍ(0)τ + z(0) −
ω

ω̃2 ẋ(0) ,

(4.219)

отличающиеся от соответствующих решений для бесспиновой ча-
стицы тем, что частота ω̃ в данном случае зависит от спина частицы
и его взаимной ориентации с полем неголономности

ω̃ =
√

4Ω2 + ω2 =

√√√√√√√√√√
4Ω2 +

e2H2

(
1 −

v2
(0)

c2

)2

(
m0c2 ± 2nℏΩ

c

)2 . (4.220)

Соответственно, уравнение траектории частицы со спином ана-
логично уравнению траектории бесспиновой частицы. В данном
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случае, т.е. при определённых начальных условиях, уравнение её
траектории представляет собой уравнение сферы

x2 + y2 + z2 =
1
ω̃2 ẋ2

(0) , (4.221)

радиус которой, в отличие от радиуса траектории бесспиновой ча-
стицы, зависит от спина частицы и его ориентации относительно
поля неголономности пространства

r =
1√√√√√√√√√√

4Ω2 +

e2H2

(
1 −

v2
(0)

c2

)2

(
m0c2 ± 2nℏΩ

c

)2

ẋ(0) . (4.222)

Для частицы зазеркалья векторные уравнения движения имеют,
соответственно, вид (3.355)

ẍ =
eH

c B̃
ż , ÿ = 0 , z̈ = −

eH

c B̃
ẋ , (4.223)

и отличаются от уравнений движения частицы нашего мира (4.216)
лишь отсутствием членов, содержащих скорость вращения про-
странства Ω. В результате этого, решения для этих уравнений по-
лучаются просто из решений для нашего мира (4.217–4.219), если
положить в них ω̃=ω. Соответственно, уравнение траектории ча-
стицы со спином в зазеркалье имеет следующий вид

x2 + y2 + z2 =
1
ω2 ẋ2

(0) , r =
−m0c2 ∓ 2nℏΩ

c

eH

√
1 −

v2
(0)

c2

ẋ(0) . (4.224)

Выражение для полной энергии частицы со спином Etot в маг-
нитном поле, ортогональным полю неголономности, имеет такой же
вид, как и в случае параллельной ориентации полей. Однако выра-
жения для компонент полного импульса (4.204, 4.205) отличаются,
так как в него входит скорость частицы, зависящая от направления
магнитного поля и поля неголономности. В данном случае, когда
эти поля ортогональны друг другу, компоненты скорости частицы
(получающиеся дифференцированием выражений для координат)
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в нашем мире имеют следующий вид

ẋ = ẋ(0) cos ω̃τ +
ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ , (4.225)

ẏ =
2Ω
ω̃

ẋ(0) sin ω̃τ −
2Ω
ω̃2 ẍ(0) cos ω̃τ + ẏ(0) +

2Ω
ω̃2 ẍ(0) , (4.226)

ż =
ω

ω̃2 ẍ(0) cos ω̃τ −
ω

ω̃
ẋ(0) sin ω̃τ + ż(0) −

ω

ω̃2 ẍ(0) , (4.227)

и в зазеркалье, соответственно,

ẋ = ẋ(0) cosωτ +
ẍ(0)

ω
sinωτ , (4.228)

ẏ = ẏ(0) , (4.229)

ż =
1
ω

ẍ(0) cos ω̃τ − ẋ(0) sinωτ + ż(0) −
1
ω

ẍ(0) . (4.230)

Отсюда, полагая начальное ускорение частицы и константы ин-
тегрирования равными нулю, а также выбрав направление оси x
вдоль начального импульса частицы, получаем компоненты её пол-
ного импульса в нашем мире

p1
tot =

m0c2 ± 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

ẋ(0) cos ω̃τ , (4.231)

p2
tot =

m0c2 ± 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

2Ω
ω̃

ẋ(0) sin ω̃τ , (4.232)

p3
tot =

m0c2 ± 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

ω

ω̃
ẋ(0) sin ω̃τ , (4.233)

и в зазеркалье, соответственно,

p1
tot =

−m0c2 ∓ 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

ẋ(0) cos ω̃τ , (4.234)
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p2
tot =

−m0c2 ∓ 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

ẏ(0) = 0 , (4.235)

p3
tot =

−m0c2 ∓ 2nℏΩ

c2

√
1 −

v2
(0)

c2

ẋ(0) sin ω̃τ . (4.236)

Полученные здесь решения преобразуются в соответствующие
решения из электродинамики (§3.12), если положить ℏ→ 0.

4.8 Закон квантования масс элементарных частиц

Скалярные уравнения движения заряженной частицы со спи-
ном в электромагнитном поле в нашем мире и в зазеркалье, соот-
ветственно, имеют вид

d
dτ

(
m +

η

c2

)
= −

e
c2 Ei vi, −

d
dτ

(
m +

η

c2

)
= −

e
c2 Ei vi. (4.237)

Они легко интегрируются, в результате чего получаются инте-
гралы живых сил

m +
η

c2 = B , −

(
m +

η

c2

)
= B̃ , (4.238)

где B постоянная интегрирования в нашем мире и B̃ постоянная
интегрирования в зазеркалье.

Константы интегрирования определяются только начальными
условиями. Поэтому мы всегда можем выбрать их так, чтобы кон-
станты интегрирования обратились в нуль.

Давайте найдём, при каких начальных условиях обращаются в
нуль постоянные интегрирования скалярных уравнений движения
заряженной частицы со спином в электромагнитном поле. Для за-
ряженной частицы со спином нашего мира и зазеркалья (4.238),
соответственно, мы имеем

m +
η

c2 = 0 , −

(
m +

η

c2

)
= 0 , (4.239)

при этом правые части в векторных уравнениях движения (4.150,
4.152), содержащие трёхмерную х.и.-силу Лоренца, также обраща-
ются в нуль, т.е. электромагнитное поле при условии равенства
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нулю констант интегрирования скалярных уравнений движения не
оказывает воздействия на частицу.

Сокращая в выражениях (4.239) релятивистский корень, что
всегда можно сделать для массовых частиц (т.е. не обладающих
массой покоя), мы можем записать эти соотношения в форме, не
зависящей от скорости частицы. Тогда для массовой частицы на-
шего мира имеем

m0c2 = −nℏmnAmn , (4.240)

а для массовых частиц зазеркалья

m0c2 = −nℏmnAmn . (4.241)

Назовём эти соотношения законом квантования масс элемен-
тарных частиц:

Масса покоя элементарной частицы со спином пропорцио-
нальна энергии взаимодействия её спина с полем неголоном-
ности пространства, взятой с обратным знаком.

Или, иначе:
Энергия покоямассовой элементарной частицыравна энергии
взаимодействия её спина с полем неголономности простран-
ства, взятой с обратным знаком.

Поскольку в зеркальном мире как релятивистская энергия, так
и спин-энергия любой частицы отрицательны, то закон квантования
масс элементарных частиц зазеркалья (4.241) совпадает с законом
квантования масс (4.240), полученным для частицы со спином в
нашем мире.

Для бесспиновых частиц, очевидно, данные квантовые соотно-
шения неприменимы.

Теперь давайте сделаем некоторые количественные оценки, сле-
дующие из полученного закона квантования масс элементарных
частиц. Численные значения величины η0 = nℏmnAmn, характеризу-
ющей энергию взаимодействия спина частицы с полем неголоном-
ности пространства (“спин-энергия”), мы получим следующим об-
разом. Выразив тензор угловых скоростей вращения пространства
Amn через псевдовектор этого вращения Ω∗i = 1

2 ε
imnAmn

Ω∗iεimn =
1
2
εipqεimn Apq =

1
2

(
δ

p
mδ

q
n − δ

p
nδ

q
m

)
Apq = Amn , (4.242)
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мы имеем Amn = εimnΩ
∗i. Следовательно

1
2
εimnℏ

mn = ℏ∗i (4.243)

есть псевдовектор Планка, а величина η0 = nℏmnεimnΩ
∗i равна

η0 = 2nℏ∗iΩ∗i, (4.244)

т.е. представляет собой удвоенное скалярное произведение трёх-
мерного псевдовектора Планка и трёхмерного псевдовектора ско-
рости вращения пространства, умноженное на спиновое квантовое
число частицы (скаляр).

Как известно, скалярное произведение двух псевдовекторов
есть произведение их модулей (абсолютных величин) на косинус
угла между ними. Тогда, если ℏ∗i и Ω∗i сонаправлены, то

η0 = 2nℏ∗iΩ∗i = 2nℏΩ cos
(
ℏ⃗ ; Ω⃗

)
> 0 , (4.245)

а если они противоположно направлены, то

η0 = 2nℏ∗iΩ∗i = 2nℏΩ cos
(
ℏ⃗ ; Ω⃗

)
< 0 . (4.246)

Такимобразом, для любоймассовой элементарнойчастицыкон-
станта интегрирования живых сил обращается в нуль, если псевдо-
векторы ℏ∗i и Ω∗i ориентированы в противоположные стороны.

Это означает: когда энергия взаимодействия спинамассовой ча-
стицы с полем неголономности становится равной её энергии покоя
E =m0c2, импульс частицы никак не проявляется ни в нашем мире,
ни в зазеркалье. Будем полагать, что ось z сонаправлена с псевдо-
вектором угловой скорости вращения пространства Ω∗i. Тогда из
всех трёх компонент Ω∗i отлична от нуля лишь компонента

Ω∗3 =
1
2
ε3mnAmn =

1
2

(
ε312A12 + ε

321A21
)
=

= ε312A12 =
e312
√

h
A12 .

(4.247)

Для простоты вычислений будем полагать, что трёхмерная мет-
рика gik является евклидовой, а пространство вращается с постоян-
ной угловой скоростью, равнойΩ. Тогда компоненты линейной ско-
рости вращения пространства равны v1 =Ωx, v2 =−Ωy и A12 =−Ω.
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В таких условиях

Ω∗3 =
e312
√

h
A12 =

A12
√

h
= −

Ω
√

h
, (4.248)

где, согласно (4.180), мы имеем

√
h =

√
det ∥hik∥ =

√
1 +
Ω2 (

x2 + y2)
c2 . (4.249)

Так как в масштабах элементарных частиц
√

h≈ 1, следователь-
но, можно считать, что Ω∗3 =−Ω= const. Тогда закон квантования
масс элементарных частиц (4.240) принимает вид

m0 =
2nℏΩ

c2 . (4.250)

Следовательно, для элементарных частиц нашего мира, обла-
дающих спином, имеет место соотношение

Ω =
m0c2

2nℏ
. (4.251)

Это означает, что масса покоя (истинная масса) наблюдаемого
объекта, в обычных макроусловиях никак не зависящая от свойств
эталонов наблюдателя, в масштабах элементарных частиц стано-
вится жёстко зависимой от них, в частности, от величины угловой
скорости вращения пространства.

Таким образом, у нас появилась возможность на основе закона
квантования масс определить частоты вращения пространства на-
блюдателя, соответствующие массам покоя элементарных частиц
нашего мира. Результаты этих расчётов приведены в таблице 4.1.

Результаты вычислений в этой таблице свидетельствуют: в мас-
штабах элементарных частиц пространство наблюдателя в принци-
пе неголономно. Например, при наблюдении электрона (его клас-
сический радиус re = 2,8 × 10−13 см) линейная скорость вращения
пространства наблюдателя составляет v=Ωr= 2200 км/сек*. По-

*Величина v равна скорости электрона на первой боровской орбите, хотя при
вычислении скорости вращения пространства (табл. 4.1) мы рассматривали сво-
бодный электрон, т.е. электрон вне связи с атомным ядром и квантованием орбит
в атоме водорода. Это связано с тем, что, по-видимому, “генетическая” квантовая
неголономность пространства не только определяет массы покоя элементарных
частиц, но также является причиной орбитального вращения электронов в атомах.
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Название частицы Масса покоя
в массах me

Спин Ω, сек−1

Лептоны
электрон e−, позитрон e+ 1 1/2 7,782×1020

электронное нейтрино νe и
электронное антинейтрино ν̃e < 4×10−4 1/2 < 3×1017

µ-мезонное нейтрино νµ и
µ-мезонное антинейтрино ν̃µ < 8 1/2 < 6×1021

µ−-мезон, µ+-мезон 206,766 1/2 1,609×1023

Барионы
нуклоны
протон p, антипротон p̃ 1836,09 1/2 1,429×1024

нейтрон n, антинейтрон ñ 1838,63 1/2 1,431×1024

гипероны
Λ0-гиперон, анти-Λ0-гиперон 2182,75 1/2 1,699×1024

Σ+-гиперон, анти-Σ+-гиперон 2327,6 1/2 1,811×1024

Σ−-гиперон, анти-Σ−-гиперон 2342,6 1/2 1,823×1024

Σ0-гиперон, анти-Σ0-гиперон 2333,4 1/2 1,816×1024

Ξ−-гиперон, анти-Ξ−-гиперон 2584,7 1/2 2,011×1024

Ξ0-гиперон, анти-Ξ0-гиперон 2572 1/2 2,00×1024

Ω−-гиперон, анти-Ω−-гиперон 3278 3/2 8,50×1023

Таблица 4.1: Частоты вращения пространства элементарных частиц.

скольку размеры остальных элементарных частиц ещё меньше, это
значение линейной скорости вращения пространства наблюдателя,
по-видимому, является наибольшим (предельным)*.

Итак, что же мы получили? Обычно наблюдатель сравнивает ре-
зультаты измерений с эталонами на теле отсчёта, но сам он и тело
отсчёта никак не связаны с наблюдаемым объектом и не влияют
на него в процессе измерений. Поэтому в обычных макроусловиях
нет никакой зависимости истинных характеристик наблюдаемых
тел (например, массы покоя частицы) от характеристик тела и про-
странства отсчёта — они могут быть любыми, как у взаимно не
связанных объектов. Иначе говоря, хотя наблюдаемые объекты ис-

*Интересно, что вычисленные угловые скорости вращения пространства ба-
рионов (табл. 4.1) с точностью до порядка совпадают с частотой ∼1023 сек−1,
характеризующей элементарные частицы как осцилляторы [27].
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кажены из-за влияния на них эталонов наблюдателя, собственно
наблюдатель и его тело отсчёта в макроусловиях никак не влияют
на измеряемые объекты. Другое дело — пространство в масшта-
бах элементарных частиц. В этом параграфе мы убедились: как
только мы достигаем таких малых масштабов, что спин, квантовая
характеристика частицы, начинает оказывать ощутимое влияние
на её движение — всё, — между физическими характеристиками
пространства (тела) отсчёта и самой частицы тотчас же устанав-
ливается жёсткая взаимосвязь, т.е. тело отсчёта начинает влиять
на саму наблюдаемую частицу. Иначе говоря, наблюдатель уже не
просто сравнивает характеристики наблюдаемого объекта со свои-
ми эталонами, а непосредственно влияет на наблюдаемый объект,
формируя его характеристики в чёткой квантовой зависимости от
свойств эталонов, имеющихся в его распоряжении (тело и про-
странство отсчёта).

Это означает: когда мы рассматриваем эффекты в масштабах
элементарных частиц, например, спиновые эффекты, стирается
грань между наблюдателем, т.е. его телом отсчёта, и наблюдаемым
объектом— элементарной частицей. Поэтому появляется возмож-
ность установить взаимосвязь между полем неголономности про-
странства отсчёта, связанного с наблюдателем, и массами покоя на-
блюдаемых частиц — объектов наблюдений, в макромасштабах не
связанных с телом отсчёта. Таким образом, обнаруженные законы
квантования масс справедливы только для элементарных частиц.

Напомним, этот результат получен исключительно геометриче-
скими методами теории относительности, вне связи с вероятност-
ным аппаратом квантовой механики, и, поэтому, может в будущем
послужить “мостом”, соединяющим эти две отрасли науки.

4.9 Комптоновская длина волны

Итак, мы получили, что частота неголономности пространства
наблюдателя при наблюдении элементарной частицы массой m0

равна Ω= m0 c2

2nℏ (4.251). Вычислим длину волны, соответствующую
этой частоте. Полагая, что эта волна, т.е. волна неголономности
пространства наблюдателя, распространяется со скоростью света
λΩ= c, имеем

λ =
c
Ω
= 2n

ℏ

m0c
, (4.252)
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т.е. при наблюдении массовой частицы со спином n= 1
2 длина вол-

ны неголономности (вращения) пространства наблюдателя равна
комптоновской длине волны этой частицы λ–c =

ℏ
m0 c .

Что это означает? Комптон-эффект — это “рассеяние” фото-
на на свободном электроне, сопровождающееся уменьшением его
собственной частоты

∆λ = λ2 − λ1 =
h

mec
(1 − cosϑ) = λe

c (1 − cosϑ) , (4.253)

открытое Артуром Комптоном в 1922 году. Здесь λ1 и λ2 длина
волны фотона до и после соударения, ϑ угол “рассеяния”. Множи-
тель λe

c, характерный для электрона, назвали комптоновской дли-
ной волны электрона. Затем выяснилось, что в процессе “рассея-
ния” фотонов на других элементарных частиц также проявляется
характерная длина волны λc =

h
m0 c или, иначе, λ–c =

ℏ
m0 c , т.е. для каж-

дого типа элементарных частиц (электронов, протонов, нейтронов
и т.д.) существует своя комптоновская длина волны. Физический
смысл этой величины был выяснен позже. Оказалось, что в области,
меньшей λ–c, элементарная частица перестаёт быть точечным объ-
ектом и её взаимодействие с другими частицами (и с наблюдателем)
характеризуется законами квантовой механики. Поэтому область
диаметром λ–c иногда интерпретируют как “размер” элементарной
частицы в том условном смысле, в котором само понятие “размер”
может быть применено к элементарным частицам.

Применительно к нашим результатам, полученным в предыду-
щем параграфе, это означает: при наблюдении массовой элемен-
тарной частицы угловая скорость вращения пространства отсчёта
наблюдателя возрастает настолько, что длина волны, соответствую-
щей этой скорости, становится равной комптоновской длине волны
наблюдаемой частицы, т.е. её “размеру”, внутри которого частица
перестаёт быть точечным объектом. Иначе говоря, именно угловая
скорость вращения (длина “волны неголономности”) пространства
наблюдателя определяет наблюдаемые комптоновские длины (ха-
рактерные “размеры”) массовых элементарных частиц.

4.10 Безмассовая частица со спином

Так как безмассовые (светоподобные) частицы не обладают
электрическим зарядом, их скалярные уравнения движения в на-
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шем мире и в зазеркалье имеют вид, соответственно,

d
dτ

(
m +

η

c2

)
= 0 , −

d
dτ

(
m +

η

c2

)
= 0 . (4.254)

При их интегрировании константа интегрирования всегда рав-
на нулю, поэтому в любом случае получаются выражения (4.239).
Следовательно для безмассовых частиц нашего мира и для безмас-
совых частиц зазеркалья, мы имеем

mc2 = − η . (4.255)

Вместе с тем такого понятия, как “масса покоя” для безмассо-
вых частиц, не существует — они пребывают в непрерывном дви-
жении. Их релятивистские массы определяются исходя из энерге-
тического эквивалента E =mc2, измеряемого в электрон-вольтах.
Соответственно, для безмассовых частиц не существует и спин-
энергия покоя η0 = nℏmnAmn.

Тем не менее очевидно, что тензор Планка, содержащийся в
спин-энергии η, создаёт условия квантования релятивистских масс
безмассовых частиц и угловых скоростей вращения пространства.
Следовательно, чтобы вычислить угловые скорости вращения про-
странства для безмассовых частиц, нам необходимо получить раз-
вёрнутое выражение для их релятивистской спин-энергии η, струк-
тура которой исключала бы наличие релятивистского корня.

В квантовой механике для безмассовых частиц вводится по-
нятие спиральность — проекция спина на направление импульса.
Основанием для введения такого понятия является тот факт, что
безмассовая частица не может покоится относительно обычного
наблюдателя, так как всегда движется относительно него со скоро-
стью света. Поэтому вполне естественно считать спин безмассовой
частицы ориентированным по касательной к светоподобной траек-
тории (либо сонаправленным с ней, либо противоположно направ-
ленным к ней).

Учитывая, что спиновое квантовое число n безмассовых частиц
равно 1, будем полагать для них

η = ℏmnÃmn , (4.256)

где Ãmn трёхмерный тензор угловых скоростей вращения простран-
ства безмассовых частиц (светоподобного пространства).
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Поэтому, чтобы вычислить релятивистскую спин-энергию без-
массовой частицы (4.256), нам необходимо определить компонен-
ты тензора угловых скоростей вращения светоподобного простран-
ства. Построим этот тензор по аналогии с четырёхмерным тензо-
ром угловой скорости Aαβ (4.11), характеризующим вращение про-
странства некоторой системы отсчёта, движущейся относительно
наблюдателя и его тела отсчёта с произвольной скоростью (несо-
путствующая система отсчёта). В результате получим

Ãαβ =
1
2

ch̃αµ h̃βµ ãµν , ãµν =
∂b̃ν
∂xµ
−
∂b̃µ
∂xν

, (4.257)

где b̃α в данном случае — четырёхмерная скорость светоподобной
системы отсчёта относительно наблюдателя, и

h̃αµ = − gαµ + b̃αb̃µ (4.258)

четырёхмерное обобщение “наблюдаемого” метрического тензора
пространства светоподобной системы отсчёта.

Пространство, в котором обитают безмассовые частицы, есть
область четырёхмерного пространства-времени, соответствующая
четырёхмерным образующим изотропного (светового) конуса, опи-
сываемого уравнением gαβ dxαdxβ = 0. Этот конус существует в лю-
бой точке риманова пространства со знакопеременной сигнатурой
(+−−−), т.е. в любой точке четырёхмерного псевдориманова про-
странства. Четырёхмерный вектор скорости светоподобной систе-
мы отсчёта безмассовых частиц имеет вид

b̃α =
dxα

dσ
=

dxα

cdτ
, b̃α b̃α = 0 , (4.259)

его физически наблюдаемые компоненты в системе отсчёта обыч-
ного досветового наблюдателя равны

b̃0
√
g00
= ±1, b̃i =

1
c

dxi

dτ
=

1
c

ci, (4.260)

остальные компоненты изотропного вектора (4.259)

b̃0 =
1
√
g00

(
1
c2 vi ci ± 1

)
, b̃i = −

1
c

(ci ± vi) , (4.261)

где ci трёхмерный х.и.-вектор скорости света.
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Рассмотрим данные характеристики пространства безмассовой
частицы более подробно. Условие изотропности четырёхмерного
вектора скорости безмассовой частицы bαbα = 0 в х.и.-форме при-
нимает вид

hik cick = c2 = const, (4.262)

где hik наблюдаемый метрический тензор пространства отсчёта
(обычного, т.е. досветового наблюдателя). Компоненты четырёх-
мерного тензора h̃αβ (4.258), трёхмерные компоненты которого со-
ставляют наблюдаемый метрический тензор пространства безмас-
совой частицы h̃ik, таковы

h̃00 =
vk v

k ± 2vk ck + 1
c2 vk vn ckcn

c2
(
1 − w

c2

)2

h̃0i =
vi ± ci + 1

c2 vk ckci

c
(
1 − w

c2

) , h̃ik = hik +
1
c2 cick


, (4.263)

где знак “плюс” относится к пространству с прямым ходом времени
(наш мир) и знак “минус” — к пространству с обратным ходом
времени (зазеркалье).

Теперь осталось вычислить компоненты ротора четырёхмерно-
го вектора скорости безмассовой частицы, который входит в вы-
ражение для тензора вращения пространства безмассовой частицы
(4.257). Вычисляя, получаем

ã00 = 0 , ã0i =
1

2c2

(
1 −

w
c2

) (
±Fi −

∗∂ci

∂t

)

ãik =
1

2c

(
∂ci

∂xk −
∂ck

∂xi

)
±

1
2c

(
∂vi

∂xk −
∂vk

∂xi

)

. (4.264)

Вообще для определения спин-энергии безмассовой частицы
(4.256) нам необходимы ковариантные пространственные компо-
ненты тензора вращения её пространства, т.е. компоненты с ниж-
ними индексами Ãik. Чтобы вычислить их, возьмём выражение для
контравариантных компонент Ãik, а затем опустим их индексы, как
для любой х.и.-величины, с помощью трёхмерного наблюдаемого
метрического тензора пространства отсчёта наблюдателя.
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Подставляя в выражение

Ãik = c
(
h̃i0h̃k0 ã00 + h̃i0h̃km ã0m + h̃imh̃k0 ãm0 + h̃imh̃kn ãmn

)
(4.265)

вычисленные компоненты h̃αβ и ãαβ, получаем

Ãik = himhkn
[

1
2

(
∂cm

∂xn −
∂cn

∂xm

)
+

1
2c2 (Fn cm − Fm cn)

]
±

± himhkn
[

1
2

(
∂vm

∂xn −
∂vn

∂xm

)
+

1
2c2 (Fn vm − Fm vn)

]
+

+

(
1
c2 vn cn ± 1

) (
ckhim − cihkm

) ∗∂cm

∂t
−

−
(
vkhim − vihkm

) ∗∂cm

∂t
+

1
2c2 cm

(
cihkn − ckhin

)
×

×

[(
∂cm

∂xn −
∂cn

∂xm

)
±

(
∂vm

∂xn −
∂vn

∂xm

)]
.

(4.266)

Величина 1
2

(
∂vm
∂xn −

∂vn
∂xm

)
+ 1

2c2 (Fn vm − Fm vn), по определению, есть
наблюдаемый х.и.-тензор угловых скоростей вращения простран-
ства отсчёта наблюдателя Amn, т.е. тензор неголономности неизо-
тропного пространства*.

По своей структуре величина 1
2

(
∂cm
∂xn −

∂cn
∂xm

)
+ 1

2c2 (Fn cm − Fm cn)
аналогична тензору Amn, только вместо скорости вращения vi неизо-
тропного пространства наблюдателя здесь стоят компоненты кова-
риантного вектора скорости света cm = hmn cn, являющегося физи-
ческой наблюдаемой величиной (так как он получен опусканием ин-
декса у х.и.-вектора cn с помощью х.и.-метрического тензора hmn).
Обозначим этот тензор Ămn, где полумесяц, обращённый вверх,
символизирует принадлежность указанной величины к изотропно-
му пространству† с прямым ходом времени — “верхней” части

*Мы будем называть неизотропным пространством область четырёхмерного
пространства-времени, в которой существуют частицы с ненулевой массой покоя.
Эта область мировых траекторий, вдоль которых ds, 0. Соответственно, если
интервал ds вещественный, то скорости частиц досветовые (обычные частицы),
если мнимый, то скорости частиц сверхсветовые (тахионы). Пространство и тех и
других частиц является неизотропным по определению.

†Мы будем называть изотропным пространством область четырёхмерного
пространства-времени, где обитают безмассовые (светоподобные) частицы. Эту
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светового конуса, принимающего в искривлённом пространстве-
времени “округлые” очертания. Тогда

Ămn =
1
2

(
∂cm

∂xn −
∂cn

∂xm

)
+

1
2c2 (Fn cm − Fm cn) . (4.267)

В частном случае, когда гравитационный потенциал пренебре-
жимо мал (т.е. где w≈ 0), этот тензор принимает вид

Ămn =
1
2

(
∂cm

∂xn −
∂cn

∂xm

)
, (4.268)

т.е. представляет собой х.и.-вихрь трёхмерного наблюдаемого век-
тора скорости света. Поэтому мы будем называть величину Ămn

вихрем изотропного пространства.
Геометрически представить себе вихрь изотропного простран-

ства можно на следующем примере. Как известно, необходимым и
достаточным условием равенства нулю тензора Amn = 0 (условием
голономности пространства) является обращением в нуль всех ком-
понент vi =−c g0i√

g00
, т.е. отсутствие вращения пространства. Тензор

Ămn определён только для изотропного пространства, заполненного
безмассовыми частицами. Вне изотропного пространства он теря-
ет смысл, так как “внутри” светового конуса обитают досветовые
частицы, а “снаружи”— тахионы. Нас интересуют безмассовые ча-
стицы, обладающие спином, т.е. фотоны. Из выражения (4.268) сле-
дует, что наличие поля неголономности изотропного пространства
неразрывно связано с вихревым характером скорости движения
безмассовых частиц cm. Таким образом, фотоны — это вихри изо-
тропного пространства. А спин фотонов — результат взаимодей-
ствия внутреннего поля этого вихря с внешним поле тензора Ămn.

Для большей наглядности представим области существования
частиц разных типов. Световой конус существует в каждой точке
пространства. Уравнение светового конуса gαβ dxαdxβ = 0, записан-
ное в х.и.-форме, имеет вид

c2τ2 − hik xixk = 0 , hik xixk = σ2. (4.269)

область можно также назвать световой мембраной. С геометрической точки зре-
ния световая мембрана— это поверхность изотропного конуса, т.е. совокупность
его четырёхмерных образующих (мировых линий распространения света).
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Световой конус на диаграмме Минковского “внутри” заполнен
неизотропным пространством, в котором и обитают досветовые
массовые частицы. “Снаружи” также находится область неизотроп-
ного пространства, в которой обитают сверхсветовые частицы (та-
хионы). Собственно изотропное пространство безмассовых частиц
представляет собой пространственно-временную мембрану меж-
ду этими двумя неизотропными областями. Картина зеркальна: в
верхней части конуса расположено досветовое пространство с пря-
мым ходом времени (наш мир), отделённое пространственным се-
чением от нижней части — досветового пространства с обратным
ходом времени (зазеркалье). Иначе говоря, в верхней части обитают
вещественные частицы с положительнымимассами и энергиями, а в
нижней части — их зеркальные “партнёры”, массы и энергии кото-
рых (с нашей точки зрения) отрицательны. Таким образом, враще-
ние досветового неизотропного пространства раскручивает окру-
жающую световую мембрану (изотропное пространство светового
конуса). В результате световой конус приобретает вращение, харак-
теризуемое тензором Ămn (вихрем изотропного пространства).

Вернёмся к релятивистской спин-энергии безмассовой частицы
η= ℏmnÃmn (4.256). Опуская индексы у контравариантного тензора
неголономности изотопного пространства Ãik (4.266), получаем

Ãik = ±Aik + Ăik +
1

2c2 cm
{

ci

[
∂ (cm ± vm)

∂xk −
∂ (ck ± vk)
∂xm

]
−

− ck

[
∂ (cm ± vm)

∂xi −
∂ (ci ± vi)
∂xm

]}
+

(
vi

∗∂ck

∂t
− vk

∗∂ci

∂t

)
+

+

(
1
c2 vn v

n ± 1
) (

ck

∗∂ci

∂t
− ci

∗∂ck

∂t

)
.

(4.270)

Свёртывая эту величину Ãik с тензором Планка ℏik, имеем

η = η0 + nℏikĂik +

[(
1
c2 vn v

n ± 1
) (

ck

∗∂ci

∂t
− ci

∗∂ck

∂t

)
+

+

(
vi

∗∂ck

∂t
− vk

∗∂ci

∂t

)]
nℏik +

1
2c2 nℏikcm

{
ci

[
∂ (cm ± vm)

∂xk −

−
∂ (ck ± vk)
∂xm

]
− ck

[
∂ (cm ± vm)

∂xi −
∂ (ci ± vi)
∂xm

]}
,

(4.271)
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где “плюс” имеет место в нашем мире, “минус” — в зазеркалье.
Величина η0 = η

√
1− v2/c2 для безмассовых частиц равна нулю,

так как они движутся со скоростью света. Отсюда, учитывая, что
η0 = nℏmnAmn, мы получаем дополнительное условие, накладывае-
мое на тензор неголономности изотропного пространства Ãik: в том
месте, где проходит траектория безмассовой частицы, должно вы-
полняться соотношение

ℏmnAmn = 2ℏ (A12 + A23 + A31) = 0 , (4.272)

или, в другой форме записи, Ω1+Ω2+Ω3= 0.
Таким образом, в том месте, где наблюдатель фиксирует без-

массовую частицу, угловая скорость вращения неизотропного про-
странства наблюдателя равна нулю. Остальные члены в выраже-
нии для релятивистской спин-энергии безмассовой частицы (4.271)
обусловлены возможной нестационарностью скорости света

∗∂ci
∂t , а

также зависимостями, квадратичными по скорости света. Исследу-
ем полученное выражение (4.271), сделав два упрощающих пред-
положения:
1) гравитационный потенциал пренебрежимо мал (w≈ 0);
2) трёхмерный х.и.-вектор скорости света является стационар-

ным.
В этом случае выражения для Aik и Ăik, т.е. для тензора него-

лономности пространства наблюдателя и для вихря изотропного
пространства, принимают вид

Aik =
1
2

(
∂vk

∂xi −
∂vi

∂xk

)
, Ăik =

1
2

(
∂ck

∂xi −
∂ci

∂xk

)
. (4.273)

Соответственно, релятивистская спин-энергия безмассовой ча-
стицы (4.271)) принимает следующий вид

η = n
(
ℏikĂik +

1
c2 ci cmℏikĂkm

)
. (4.274)

Таким образом, величина η (4.274), характеризующая прояв-
ление спина безмассовой частицы, определяется (помимо спина
самой частицы) исключительно вихрем изотропного пространства
и никак не зависит от неголономности (вращения пространства от-
счёта наблюдателя.
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Для конкретных расчётов полученную величину η (4.274) удоб-
но преобразовать следующим образом. По аналогии с псевдовекто-
ром угловой скорости вращения пространства отсчёта наблюдателя
Ω∗i = 1

2 ε
ikmAkm введём псевдовектор

Ω̆∗i =
1
2
εikmĂkm , (4.275)

который формально можно рассматривать как псевдовектор угло-
вой скорости вращения изотропного пространства, т.е. простран-
ства, в котором существуют лишь изотропные кривые — траекто-
рии безмассовых частиц, движущихся со скоростью света. Соот-
ветственно, мы имеем Ăkm = εkmn Ω̆

∗n. Тогда формулу для η (4.274)
можно записать в следующем виде

η = n
(
ℏ∗i Ω̆

∗i +
1
c2 ci cmℏik εkmn Ω̆

∗n
)
. (4.276)

Иными словами, внутренний вихрь (спин) безмассовой частицы
проявляется лишь во взаимодействии с вихрем самого изотропного
пространства. Результат этого взаимодействия — скалярное про-
изведение ℏ∗i Ω̆∗i, с которым отождествляется спин безмассовой ча-
стицы. Следовательно, безмассовые частицы — это элементарные
светоподобные вихри самого изотропного пространства.

Теперь оценим скорости вращения изотропного пространства
для безмассовых частиц различных энергий. На сегодняшний день
точно известно, что к безмассовым частицам относятся фотоны—
кванты электромагнитного поля. Спиновое квантовое число фото-
нов равно 1. Кроме того, их энергия E = ℏω в нашем мире прини-
мает положительные значения. Поэтому, с учётом интеграла живых
сил (4.255), для наблюдаемых фотонов нашего мира имеем

ℏω = ℏ∗i Ω̆
∗i +

1
c2 ci cmℏik εkmn Ω̆

∗n. (4.277)

Будем полагать, что псевдовектор вращения изотропного про-
странства Ω∗i направлен вдоль оси z, а вектор скорости света —
вдоль оси y. Тогда полученное для фотонов соотношение (4.277)
принимает вид ℏω= 2ℏΩ̆, или, после сокращения на ℏ,

Ω̆ =
ω

2
=

2πν
2
= πν , (4.278)
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Вид фотонов Диапазон Ω̆, сек−1

радиоволны 103 – 1011

инфракрасные лучи 1011 – 1,2×1015

видимый свет 1,2×1015 – 2,4×1015

ультрафиолетовые лучи 2,4×1015 – 1017

рентгеновские лучи 1017 – 1019

гамма-лучи 1019 – 1023 и более

Таблица 4.2: Частоты вращения изотропного простран-
ства, соответствующие фотонам различных длин волн.

т.е. частота Ω̆ вихря изотропного пространства, взаимодействую-
щего со спиномфотона, по порядку совпадает с его собственной ча-
стотой ν. Пользуясь этим соотношением, являющимся следствием
закона квантования релятивистских масс светоподобных частиц,
можно оценить величины угловых скоростей вращения изотропно-
го пространства, соответствующих фотонам (квантам электромаг-
нитного поля) с различными энергиями. Результаты приведены в
таблице 4.2.

Таким образом, угловые скорости вращения изотропного про-
странства фотонов в диапазоне гамма-лучей лежат в диапазоне ча-
стот вращения обычного (неизотропного) пространства электрона
и других элементарных частиц (табл. 4.2).

4.11 Заключение

Подводя итог этой главе, мы можем констатировать следую-
щее. Спин частицы характеризуется четырёхмерным антисиммет-
ричным тензором 2-го ранга (тензором Планка), диагональные и
пространственно-временные координаты которого равны нулю, а
перекрёстные пространственные компоненты численно равны ±ℏ в
зависимости от ориентации спина в пространстве и выбора правой
или левой системы координат. Спин (внутренний вихрь частицы)
взаимодействует с внешним полем неголономности пространства, в
результате чего частица приобретает дополнительный импульс, от-
клоняющий её траекторию от геодезической линии. Энергия этого
взаимодействия входит в скалярное уравнение движения (теорему
живых сил), которое необходимо учитывать при решении вектор-
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ных (пространственных) уравнений движения частицы. Частным
решением скалярного уравнения движения является закон кван-
тования масс элементарных частиц со спином, устанавливающий
однозначную зависимость между массами покоя элементарных ча-
стиц и угловыми скоростями вращения пространства наблюдате-
ля, а также между релятивистскими массами фотонов и угловы-
ми скоростями вращения их изотропного (светоподобного) про-
странства. Так как область существования светоподобных частиц
— это область четырёхмерных изотропных траекторий, то поня-
тия “изотропное пространство” и “светоподобное пространство”
можно считать синонимами.



Глава 5 Физический вакуум

5.1 Введение

Средняя плотность материи в нашей Вселенной по последним
данным составляет ∼ 5–10×10−30 грамм/см3. Средняя плотность
вещества в галактиках больше, ∼ 10−24 грамм/см3, что возможно
связано с существованием так называемой “скрытой массы” галак-
тик. Кроме того, согласно астрономическимнаблюдениям, большая
часть массы собрана в компактных объектах, например, звёздах, за-
нимающих несопоставимо ничтожную долю объёма всей Вселенной
(“островное” распределение вещества). Поэтому можно считать,
что наша Вселенная в среднем состоит почти из пустоты.

Длительное время между понятиями “пустота” и “вакуум” ста-
вили знак равенства. Однако, начиная с 1920-х годов, применение
геометрических методов общей теории относительности показало,
что пустота и вакуум представляют собой различные состояния
материи.

Распределение материи в пространстве характеризуется тензо-
ром энергии-импульса, который связан с геометрической структу-
рой пространства-времени (фундаментальным метрическим тензо-
ром) уравнениями поля. В теории тяготения Эйнштейна, являю-
щейся одним из разделов общей теории относительности*, уравне-
ния поля имеют вид

Rαβ −
1
2
gαβR = −κTαβ + λgαβ . (5.1)

*Общая теория относительности исторически была сформулирована как пред-
ставление о геометрической структуре нашего мира в виде четырёхмерного (в
общем случае искривлённого, неоднородного и анизотропного) псевдориманова
пространства со всеми вытекающими из этого кинематическими и динамически-
ми эффектами. Это дало возможность применить чисто геометрические мето-
ды римановой геометрии для исследования Вселенной, в частности, позволило
Эйнштейну в дальнейшем предложить уравнения поля и построить на их основе
релятивистское обобщение ньютоновской теории тяготения.
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Эти уравнения поля, называемые уравнениями Эйнштейна*, по-
мимо тензора энергии-импульса ифундаментального метрического
тензора, включают в себя следующие величины:
1) Rασ =R ···βαβσ· тензор Риччи† — результат свёртывания тензора

кривизны Римана-Кристоффеля Rαβγδ по двум индексам;
2) R= gαβRαβ скалярная кривизна;
3) κ= 8πG

c2 = 1,862 × 10−27 см/грамм постоянная Эйнштейна, где
G = 6,672 × 10−8 см3/грамм сек2 гравитационная постоянная.
Однако, некоторые авторы в качестве коэффициента исполь-
зуют величину κ= 8πG

c4 как у Ландау и Лифшица [10], вместо
κ= 8πG

c2 . Чтобы понять, в чем тут дело, рассмотрим наблюдае-
мые х.и.-компоненты тензора энергии-импульса Tαβ: наблюда-
емую плотность массы T00

g00
= ρ, вектор наблюдаемой плотности

импульса cT i
0√
g00
= J i, тензор наблюдаемой плотности потока им-

пульса c2T ik =U ik. См. работыЗельманова [11–13]. Скалярная
наблюдаемая х.и.-компонента уравнений Эйнштейна имеет
вид G00

g00
=−

κT00
g00
+ λ. Размерность тензора Риччи [см−2], следо-

вательно, и тензора ЭйнштейнаGαβ тоже. Тогда очевидно, что
κT00
g00
=

8πGρ
c2 также имеет размерность [см−2]. Таким образом,

размерность тензора энергии-импульса Tαβ равна размерно-
сти плотности массы [грамм/см3]. Это, в частности, означает,
что, когда в качестве коэффициента в правой части уравне-
ний Эйнштейна стоит 8πG

c4 , в действительности используется
не собственно тензор энергии-импульса, а величина c2Tαβ, ска-
лярная наблюдаемая компонента которой представляет собой
плотность энергии c2T00

g00
= ρc2, а векторная наблюдаемая ком-

понента — поток энергии c3T i
0√

g00
= c2J i;

4) λ [см−2] космологический член, характеризующий неньюто-
новские силы притяжения или отталкивания в зависимости от
знака λ (при λ> 0 отталкивание, при λ< 0 притяжение). Эта
величина называется космологической, так как считается, что

*Часто левую часть уравнений (5.1) называют тензором Эйнштейна
Gαβ =Rαβ −

1
2 gαβ R, записывая в виде Gαβ =−κTαβ + λgαβ.

†Грегорио Риччи-Курбастро (1853–1925), итальянский математик, бывший
учеником Туллио Леви-Чивиты в Падуе, в 1890-е годы.
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силы, характеризуемые λ-членом, увеличиваются пропорци-
онально расстоянию, поэтому их проявления лучше заметны
на “космологических” расстояниях, сравнимых с размерами
всей Вселенной. Поскольку неньютоновские гравитационные
поля (λ-поля) не наблюдались, для нашей Вселенной в целом
космологический член равен |λ |< 10−56 cm−2 (при нынешней
точности измерений).

Из уравнений поля Эйнштейна (5.1) видно, что тензор энергии-
импульса (характеризующий распределение материи) генетически
связан с метрическим тензором и тензором Риччи, а, следователь-
но, и с тензором кривизны Римана-Кристоффеля. Равенство тензо-
ра Римана-Кристоффеля нулю является необходимым и достаточ-
ным условием того, чтобы данное пространство-время было плос-
ким. Тензор Римана-Кристоффеля отличен от нуля для искривлён-
ного пространства. Он проявляется в виде приращения вектора Vα

при его параллельном переносе по замкнутому контуру

∆V µ = −
1
2

R ...µ
αβγ ·V

α∆σβγ, (5.2)

где ∆σβγ площадь данного контура. В результате исходный вектор
Vα и вектор Vα +∆Vα различаются по направлению. Количествен-
но эта разница характеризуется величиной K, называемой четы-
рёхмерной кривизной псевдориманова пространства в направлении
данного параллельного переноса (подробнее см. главу 9 в лекциях
Зельманова [12])

K = lim
∆σ→0

tanφ
∆σ

, (5.3)

где tanφ тангенс угла между вектором Vα и проекцией вектора
Vα +∆Vα на площадку, ограничивающую контур переноса. Напри-
мер, возьмём некоторую поверхность и на ней “геодезический” тре-
угольник, образованный пересечением трёх геодезических линий.
Перенесёмкакой-либо вектор, определённый в однойиз точек этого
треугольника, параллельно самому себе вдоль его сторон. Суммар-
ный угол поворота φ после возвращения вектора в исходную точку
φ=Σ− π (где Σ сумма внутренних углов треугольника). Пусть кри-
визна поверхности K одинакова во всех её точках, тогда

K = lim
∆σ→0

tanφ
∆σ

=
φ

σ
= const, (5.4)
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где σ площадь треугольника, а величина φ=Kσ называется сфери-
ческим избытком. Если φ= 0, то и кривизна K = 0, т.е. поверхность
является плоской. В этом случае сумма внутренних углов геодези-
ческого треугольника равна π (плоское пространство). Если Σ>π
(переносимый вектор поворачивается в направлении обхода), то
имеется положительный сферический избыток и кривизна K > 0.
Пример такой поверхности — внешняя поверхность сферы: тре-
угольник на сфере является выпуклым. Если Σ<π (переносимый
вектор поворачивается против направления обхода), то сфериче-
ский избыток отрицателен и кривизна K < 0. Пример— внутренняя
поверхность сферы: на ней треугольник является вогнутым.

Итак, Альберт Эйнштейн постулировал, что гравитация — это
кривизна пространства-времени. Кривизна понимается им (как и в
римановой геометрии вообще) как отличие от нуля тензора Римана-
Кристоффеля Rαβγδ , 0. Это концепция полностью содержит в себе
концепцию гравитации Ньютона, а именно, эйнштейновская четы-
рёхмерная гравитация-кривизна проявляется для обычного физи-
ческого наблюдателя в виде:
1) ньютоновской гравитации;
2) вращения трёхмерного пространства;
3) деформации трёхмерного пространства;
4) трёхмерной кривизны, т.е. символы Кристоффеля отличны от

нуля (см. §13.5 в лекциях Зельманова [12]).
Согласно принципу Маха, их которого выросла теория тяготе-

ния Эйнштейна, “. . . свойство инерции полностью обусловлено вза-
имодействием материи” [28], т.е. кривизна пространства-времени
создаётся заполняющей его материей (в той или иной форме). Это
позволяет дать на основе уравнений Эйнштейна (5.1) математиче-
ские определения пустоты и вакуума:
Пустота —это состояние пространства-времени, при которомтен-

зор Риччи Rαβ = 0, т.е. отсутствуют вещество Tαβ = 0 и ненью-
тоновские гравитационные поля λ= 0. Уравнения поля (5.1) в
пустоте сводятся к тождеству Rαβ = 0;*

*Записав уравнения Эйнштейна для пустого пространства Rαβ −
1
2 gαβ R= 0

в смешанном виде R β
α −

1
2 g

β
α R= 0, после свёртывания Rα

α −
1
2 g

α
αR= 0 получаем

R− 1
2 4R= 0, т.е. скалярная кривизна в пустоте R= 0. Следовательно, уравнения

поля в пустом пространстве имеют вид Rαβ = 0.
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Физический вакуум, или просто вакуум— это состояние, в кото-
ром отсутствует вещество Tαβ = 0, но λ, 0 и, соответственно,
Rαβ , 0. Пустота — частный случай вакуума в отсутствии λ-
поля. Уравнения поля в вакууме принимают вид

Rαβ −
1
2
gαβR = λgαβ . (5.5)

Система уравнений Эйнштейна применима к самым разнооб-
разным распределениям материи за исключением тех случаев, ко-
гда плотность приближается к плотности вещества в атомных яд-
рах. Трудно строго математически исследовать все возможные слу-
чаи распределения материи, так как эта задача является слишком
общей и в таком виде не решается. Вместе с тем, средняя плотность
вещества в нашей Вселенной так мала (5–10×10−30 грамм/см3), что
можно считать её состояние близким к вакууму. Уравнения Эйн-
штейна свидетельствуют: тензор энергии-импульса связан функци-
ональной зависимостью с метрическим тензором и тензором Риччи
(т.е. тензором кривизны, свёрнутым по двум индексам). При та-
ких малых значениях плотности можно считать тензор энергии-
импульса пропорциональным метрическому тензору Tαβ ∼ gαβ и,
следовательно, пропорциональным тензору Риччи. Таким образом,
наряду с уравнениями поля в вакууме (5.5) можно рассматривать
уравнения поля вида

Rαβ = kgαβ , k = const, (5.6)

где тензор энергии-импульса отличается от метрического тензора
лишь постоянным множителем. Этот случай, включающий в себя
как случай отсутствия масс (вакуум), так и близкие к нему состо-
яния и имеющий прямое отношение к нашей Вселенной, подроб-
но исследовал А. З. Петров [29, 30]. Пространства такого типа, в
которых тензор энергии-импульса пропорционален метрическому
тензору (и тензору Риччи), он назвал пространствамиЭйнштейна.

Пространства с Rαβ = kgαβ (пространства Эйнштейна) однород-
ны на всем своём протяжении, в них нет потоков массы, а плотность
заполняющей их материи (в том числе и вещества, при наличии та-
кового) везде постоянна. В этом случае

R = gαβRαβ = kgαβgαβ = 4k , (5.7)
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а тензор Эйнштейна имеет вид

Gαβ = Rαβ −
1
2
gαβR = −kgαβ , (5.8)

где величина kgαβ является аналогом тензора энергии-импульса
материи, заполняющей пространства Эйнштейна.

Чтобы выяснить какие типы материи заполняют пространства
Эйнштейна, Петров исследовал алгебраическую структуру тензо-
ра энергии-импульса. Как это делается: тензор Tαβ сравнивают в
какой-либо точке с метрическим тензором — в данной точке со-
ставляют разность Tαβ − ξgαβ где ξ так называемые собственные
значения матрицы Tαβ, приравнивают эту разность к нулю и вы-
ясняют, при каких ξ данное равенство имеет место. Иначе это
называется задачей об отыскании собственных значений матри-
цы*. Набор собственных значений матрицы позволяет судить об её
алгебраическом типе. Для знакоопределённой метрики эта задача
решена давно. Петров разработал метод приведения матрицы к ка-
ноническому виду для индефинитной (знакопеременной) метрики,
что позволило использовать его в псевдоримановом пространстве,
в частности, для исследования алгебраической структуры тензора
энергии-импульса. Наглядно это можно представить себе следу-
ющим образом. Собственные значения матрицы Tαβ аналогичны
базисным векторам матрицы метрического тензора, т.е. представ-
ляют собой как бы “скелет” Tαβ (скелет материи), но, зная скелет,
мы не знаем точно, как нарастить на него “мясо”. Тем не менее
по структуре этого скелета (длине и взаимному направлению век-
торов) можно судить об основных свойствах материи, например,
таких, как однородность или изотропия, и их связи с кривизной
пространства.

В результате Петров выяснил, что в пространствах Эйнштей-
на существуют 3 основных алгебраических типа тензора энергии-
импульса и несколько их подтипов. Соответственно алгебраической
классификации тензора энергии-импульса и тензора кривизны про-
странства, все пространства Эйнштейна делятся на три основных
типа 1, 2, 3 (так называемая петровская классификация)†.

*Вообще, задача определения собственных значений матрицы решается в точ-
ке, но полученный результат справедлив и для любой точки пространства.

†Хронометрически инвариантное представление алгебраической классифика-
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Пространства 1-го типа наиболее понятны, потому что в них
поле тяготения создаётся массивным островом (“островное” рас-
пределение вещества), а само пространство может быть пустым
или заполненным вакуумом. Кривизна такого пространства созда-
ётся как островной массой, так и вакуумом. На бесконечном рас-
стоянии от островной массы, в отсутствии вакуума, пространство
становится плоским. Без островной массы, но заполненное вакуу-
мом, пространство 1-го типа также обладает кривизной (например,
пространство де Ситтера). Пустое пространство 1-го типа, т.е. без
островов масс и не заполненное вакуумом, является плоским.

Пространства 2-го и 3-го типов считаются более экзотически-
ми, так как являются искривлёнными сами по себе. Их кривизна
не связана с островным распределением масс или с наличием ва-
куума. Пространства 2-го и 3-го типа обычно связывают с полями
излучения, например, с гравитационными волнами.

Спустя несколько лет после Петрова, Э. Б. Глинер [32–34], ис-
следуя алгебраическую структуру тензора энергии-импульса ваку-
умоподобных состояний материи (Tαβ ∼ gαβ, Rαβ = kgαβ), выделил
особый его тип, для которого все 4 собственных числа одинако-
вы, т.е. 3 пространственных вектора и 1 временной вектор “ор-
торепера” тензора Tαβ равны между собой*. Материя, отвечающая
тензору энергии-импульса с такой структурой, обладает постоян-
ной плотностью µ= const, равной значению совпадающих собствен-
ных чисел тензора энергии-импульса µ= ξ (размерность µ такая же,
как и размерность Tαβ [грамм/см3]). Собственно тензор энергии-
импульса в этом случае равен†

Tαβ = µgαβ . (5.9)

ции пространств Эйнштейна (полей тяготения Петрова) была выполнена в 1970
году одним из авторов этой книги — Л. Б. Борисовой (Григорьевой) [31].

*Если ввести локальное плоское пространство, касательное риманову про-
странстве в точке, то собственные значения ξ тензора Tαβ суть значения в орторе-
пере, поставленном в соответствие этому тензору, по сравнению с собственными
значениями метрического тензора gαβ в орторепере, определяемом в данном ка-
сательном пространстве.

†В оригинальной работе Глинера принята сигнатура (−+++), поэтому у него
Tαβ =−µgαβ и, следовательно, так как наблюдаемая плотность материи положи-
тельна ρ= T00

g00
=−µ> 0, численное значение µ у Глинера получается отрицатель-

ным. У нас, как и в работах Зельманова, принята сигнатура (+−−−), таким обра-
зом, в нашей книге µ> 0 и Tαβ = µgαβ.
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Уравнения поля при λ= 0 имеют вид

Rαβ −
1
2
gαβR = −κµgαβ , (5.10)

а когда космологический член λ, 0, то

Rαβ −
1
2
gαβR = −κµgαβ + λgαβ . (5.11)

Такое состояние материи Глинер назвал µ-вакуум [32–34], так
как оно относится к вакуумоподобным состояниям вещества (где
Tαβ ∼ gαβ, Rαβ= kgαβ), но вакуумом не является (в вакууме Tαβ = 0).
Глинер показал, что пространства, заполненные µ-вакуумом, пред-
ставляют собой пространства Эйнштейна, причём существуют три
основных типа µ-вакуума, которые соответствуют трём основным
типам тензора энергии-импульса (и тензора кривизны): простран-
ство Эйнштейна каждого типа (1, 2, 3) при наличии в нем материи
заполнено µ-вакуумом также определённого типа (1, 2, 3).

Так как для “орторепера” тензора энергии-импульса µ-вакуума
все 3 пространственных вектора и 1 временной вектор одинако-
вы (равноправны все 4 направления), µ-вакуум представляет собой
максимальную степень изотропии материи. Кроме того, так как
пространства Эйнштейна однородны на всем своём протяжении и
плотность материи в них везде постоянна [29], заполняющий их µ-
вакуум не только обладает постоянной плотностью, но и является
однородным. Итак, пространства Эйнштейна могут быть заполне-
ны µ-вакуумом, обычным вакуумом ( Tαβ = 0 ) или пустотой. Кроме
того, в них могут существовать отдельные “острова” массы, также
создающие кривизну. Поэтому пространства Эйнштейна 1-го ти-
па наиболее полно соответствуют имеющимся сведениям о нашей
Вселенной в целом. Таким образом, исследование геометрии нашей
Вселенной и физических состояний заполняющей её материи на се-
годняшний день сводится к исследованию пространств Эйнштейна
1-го типа. В своё время Петров доказал следующую теорему (см.
§13 в его книге [29]):
Теорема Петрова

Всякое пространство постоянной кривизны есть пространство
Эйнштейна <. . . > Пространства Эйнштейна 2-го типа и 3-го
типа не могут быть пространствами постоянной кривизны.
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Следовательно, пространства постоянной кривизны относятся
к типу 1 по петровской классификации (пространства Эйнштей-
на). Если K = 0, то пространство Эйнштейна 1-го типа является
плоским. Это ещё более упрощает задачу исследования вакуума и
вакуумоподобных состояний материи в нашей Вселенной, так как
на нынешний день мы имеем хорошо исследованные пространства
постоянной кривизны. Это — пространства де Ситтера (или,
иначе — пространства с метрикой де Ситтера).

В пространстве де Ситтера Tαβ = 0 и λ, 0, оно является сфери-
чески-симметричным, заполнено обычным вакуумом и не содержит
“островов” вещества. Вместе с тем мы знаем, что средняя плот-
ность материи в нашей Вселенной очень мала. Рассматривая её в
целом, можно абстрагироваться от присутствия редких “островов”
вещества и неоднородностей, локально нарушающих сферическую
симметрию. Поэтому наше пространство в целом можно считать
пространством де Ситтера с радиусом, равным радиусу Вселенной.

Теоретически пространства де Ситтера могут обладать как по-
ложительной кривизной K > 0, так и отрицательной кривизной
K < 0. Анализ показывает (Дж.Л. Синг [35]), что в мире де Сит-
тера с K < 0 времениподобные геодезические линии являются за-
мкнутыми: “. . . пробная частица снова и снова повторяет движение
(свою историю) по той же самой траектории! Это <. . . > приводит
к идеям, которые носят слишком уж “революционный” характер
с точки зрения физики, в том виде, как она существует сегодня”.
Поэтому большинство физиков (такие как Синг, Петров, Глинер и
многие другие) не рассматривали пространство де Ситтера с отри-
цательной кривизной.

Напомним, что четырёхмерные римановы пространства с по-
ложительной кривизной — это обобщение обычной сферы, а про-
странства отрицательной кривизны—это обобщение пространства
Лобачевского-Бойяи (сферы с мнимым радиусом). В интерпрета-
ции Пуанкарé пространства с отрицательной кривизной отобра-
жаются на внутреннюю поверхность сферы. Зельманов методами
хронометрических инвариантов показал, что в псевдоримановом
пространстве (метрика которого, как известно, знакопеременна)
трёхмерная физическая наблюдаемая кривизна по знаку противо-
положна четырёхмерной кривизне. Судя по тому, что мы воспри-
нимаем нашу планету как шар, наблюдаемая трёхмерная кривизна
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нашего мира является положительной. Тогда гипотетические суще-
ства. живущие на “внутренней” поверхности Земли, воспринимают
её как вогнутую, они живут в мире с отрицательной наблюдаемой
кривизной.

Такое сравнение привело многих учёных к предположению о
возможности существования зеркального двойника нашего мира
— зеркальной Вселенной, населённой антиподами.

Первоначально считалось: если наш мир имеет положительную
кривизну, то зеркальная Вселенная — это пространство с отри-
цательной кривизной. Однако Синг в главе 7 своей книги [35]
показал, что в пространстве де Ситтера с положительной кривиз-
ной пространственноподобные геодезические траектории являют-
ся открытыми, тогда как в пространстве де Ситтера отрицательной
кривизны они являются замкнутыми. Иначе говоря, пространство
де Ситтера отрицательной кривизны не является зеркальной репли-
кой пространства де Ситтера с положительной кривизной. Вместе с
тем в наших предыдущих работах [19] (см. также §1.3 этой книги)
мы обнаружили другой подход к концепции зеркальной Вселенной.
При исследовании движения свободных частиц, ход времени ко-
торых противоположен ходу времени наблюдателя, оказалось, что
наблюдаемой скалярной компонентой их четырёхмерного вектора
импульса является отрицательная релятивистская масса. Причём
зеркальность частиц по массе была получена нами как формаль-
ный результат проецирования четырёхмерного импульса на время
и не связана с изменением знака кривизны пространства: части-
цы с прямым и обратным ходом времени могут существовать как
в пространстве положительной кривизны, так и в пространстве с
отрицательной кривизной.

Эти выводы, полученные геометрическими методами общей
теории относительности, неизбежно влияют на представление о
строении материи и космологии нашей Вселенной.

В §5.2 мы получим выражение для тензора энергии-импульса
вакуума и, как следствие, выражение для его наблюдаемой плот-
ности. Там же мы введём классификацию материи по виду тензора
энергии-импульса (T-классификацияматерии). В §5.3 будут иссле-
дованы физические свойства вакуума в пространствах Эйнштейна
1-го типа, в частности, свойства вакуума в пространстве де Сит-
тера, и сделаны выводы о глобальной структуре нашей Вселенной.
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Развивая эту линию, в §5.4 мы сформулируем концепциюпроисхож-
дения и развития Вселенной в результате инверсионного взрыва из
первочастицы с конкретными характеристиками. В §5.5 будет полу-
чено выражение для неньютоновской гравитационно-инерциальной
силы, пропорциональной расстоянию. Параграфы 5.6 и 5.7 посвя-
щены исследованию состояния коллапса в пространстве с мет-
рикой Шварцшильда (гравитационный коллапс, чёрная дыра) и в
пространстве с метрикой де Ситтера (инфляционный коллапс, ин-
флянтон).

5.2 Наблюдаемая плотность вакуума. Неньютоновская гра-
витация. Т-классификация материи

Уравнения Эйнштейна (уравнения поля в теории тяготения
Эйнштейна) — это некоторые функции, связывающие кривизну
пространства с распределением материи. В общем случае они име-
ют вид Rαβ − 1

2 gαβR=−κTαβ + λgαβ. Левая часть, как известно, ха-
рактеризует геометрию пространства, правая характеризует мате-
рию. При этом знак второго члена в правой части зависит от знака
λ. Как мы сейчас увидим, знак λ, т.е. характер сил неньютонов-
ской гравитации (отталкивание или притяжение), прямо связан со
знаком плотности вакуума.

Итак, пространства Эйнштейна определяются соотношением
Tαβ ∼ gαβ, для них уравнения поля имеют вид Rαβ = kgαβ. Такой вид
уравнения поля могут иметь в двух случаях: 1) когда Tαβ , 0 (ве-
щество); 2) когда Tαβ = 0 (вакуум). Но, так как в пространствах
Эйнштейна, заполненных вакуумом, тензор энергии-импульса ве-
щества равен нулю, он никак не может быть пропорциональным
метрическому тензору, что противоречит определению простран-
ства Эйнштейна (Tαβ ∼ gαβ).

В чем тут дело? В отсутствие вещества (в вакууме) уравнения
поля принимают вид Rαβ − 1

2 gαβR= λgαβ, т.е. вклад в кривизну по-
ля вносит не вещество, а λ-поле (неньютоновские поля тяготения).
В отсутствие вещества и λ-поля Rαβ = 0, т.е. пространство являет-
ся пустым, но, вообще говоря, не является плоским. Получается,
что λ-поле и вакуум — это фактически одно и тоже, т.е. вакуум
представляет собой неньютоновские поля тяготения (физиче-
ское определение вакуума). Соответственно, λ-силы являются про-
явлением собственного потенциала вакуума.
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Это означает, что член λgαβ из уравнений поля в вакууме вы-
брасывать нельзя, как бы мал он ни был, так как он характеризует
вакуум, являющийся одной из причин искривления пространства.
Тогда уравнения поля Rαβ − 1

2 gαβR=− κTαβ + λgαβ можно записать
в виде

Rαβ −
1
2
gαβR = −κ T̃αβ , (5.12)

где величина
T̃αβ = Tαβ + T̆αβ = Tαβ −

λ

κ
gαβ (5.13)

представляет собой тензор энергии-импульса, характеризующий
как вещество, так и вакуум. Его первый член—это обычный тензор
энергии-импульса вещества. Второй член

T̆αβ = −
λ

κ
gαβ (5.14)

является аналогом тензора энергии-импульса для вакуума.
Таким образом, так как пространства Эйнштейна могут быть

заполнены вакуумом, их математическое определение лучше запи-
сывать в более общем виде, учитывающим наличие в пространстве
не только вещества, но и вакуума (λ-поля): T̃αβ ∼ gαβ. Это, в част-
ности, позволит избежать противоречий при рассмотрении пустых
пространств Эйнштейна.

Заметим, полученное выражение для тензора энергии-импульса
вакуума (5.14) является прямым следствием уравнений поля в об-
щем виде.

Если λ> 0 (неньютоновские силы представляют собой силы от-
талкивания), то наблюдаемая плотность вакуума получается отри-
цательной

ρ̆ =
T̆00

g00
= −

λ

κ
= −
|λ |

κ
< 0 , (5.15)

тогда как при λ< 0 (силы неньютоновской гравитации являются
силами притяжения) наблюдаемая плотность вакуума, наоборот,
положительна

ρ̆ =
T̆00

g00
= −

λ

κ
=
|λ |

κ
> 0 . (5.16)

Последнее, как мы увидим в следующем параграфе, для нас
имеет существенное значение, так как пространство де Ситтера с
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λ< 0, представляющее собойпространство постоянной отрицатель-
ной (четырёхмерной ) кривизны, заполненное только вакуумом (без
вещества), наиболее полно соответствует наблюдательным данным
о нашей Вселенной в целом.

Итак, основываясь на исследованияхПетрова иГлинера, а также
учитывая наше замечание относительно наличия у вакуума (λ-поля)
собственного тензора энергии-импульса и, как следствие, физиче-
ских свойств, мы предлагаем “геометрическую” классификацию
состояний материи по тензору энергии-импульса. Мы будем назы-
вать это T-классификацией материи:

I) пустота: Tαβ = 0 и λ= 0 (пространство-время без материи),
уравнения поля имеют вид Rαβ = 0;

II) физический вакуум (или просто, вакуум): Tαβ = 0, λ, 0 (об-
разован λ-полем), а уравнения поля имеют вид Gαβ = λgαβ;

III) µ-вакуум: Tαβ = µgαβ и µ= const (вакуумоподобное состоя-
ние вещества), уравнения поля имеют вид Gαβ =− κµgαβ;

IV) вещество: Tαβ , 0 и Tαβ / gαβ (это состояние включает как
обычное вещество, так и электромагнитное поле).

В общем случае тензор энергии-импульса вещества (тип IV по
Т-классификации) не пропорционален метрическому тензору. Вме-
сте с тем есть и такие состояния вещества, при которых тензор
энергии-импульса содержит член, пропорциональный метрическо-
му тензору, но, так как там есть и другие члены,— это не µ-вакуум.
Таковы, например, идеальная жидкость

Tαβ =
(
ρ −

p
c2

)
UαUβ −

p
c2 gαβ , (5.17)

и электромагнитное поле

Tαβ = FρσF ρσgαβ − FασF ·σβ· , (5.18)

где FρσF ρσ первый инвариант электромагнитного поля (3.27), Fαβ
тензор Максвелла, p давление жидкости. Если p= ρc2 (вещество
внутри атомных ядер) и p = const, тензор энергии-импульса идеаль-
ной жидкости, казалось бы, может стать пропорциональным метри-
ческому тензору. Однако, как будет показано в следующем парагра-
фе, уравнение состояния µ-вакуума имеет принципиально другой
вид p=−ρc2 (состояние инфляции, при положительной плотности
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— расширение). Следовательно, давление и плотность в атомных
ядрах должны быть непостоянными, чтобы препятствовать перехо-
ду внутриядерного вещества в вакуумоподобное состояние.

В данной Т-классификации, как и в уравнениях поля, идёт речь
только о распределённой материи, влияющей на кривизну про-
странства, а не о пробных частицах — материальных точках, соб-
ственные массы которых настолько малы, что их воздействием на
кривизну пространства можно пренебречь. Поэтому понятие тен-
зора энергии-импульса не определено для частиц, их следует рас-
сматривать вне данной Т-классификации. Так, например, в нашей
книге [19] предметом исследования являются 3 вида частиц, каждо-
му из которых соответствует свой тип пространственно-временных
траекторий, однако сами частицы рассматриваются как “шарики”
(или волны), бегущие по “бугристому” фону базового пространства
и никак не влияющие на его геометрическую структуру.

5.3 Физические свойства вакуума. Космология

Пространства Эйнштейна определяются уравнениями поля ви-
да Rαβ = kgαβ, где k= const. При λ, 0 и Tαβ = µgαβ пространство
заполнено материей, тензор энергии-импульса которого пропорци-
онален метрическому тензору, т.е. µ-вакуумом. Для вакуума тензор
энергии-импульса, как мы убедились в §5.2, также пропорциона-
лен метрическому тензору. Это означает, что физические свой-
ства вакуума и µ-вакуума в принципе одинаковы, разница лишь в
скалярном коэффициенте, определяющем состав материи (λ-поле
или вещество) и величине действующих сил. Поэтому мы будем
рассматривать пространство Эйнштейна, заполненное вакуумом и
µ-вакуумом. В этом случае уравнения поля принимают вид

Rαβ −
1
2
gαβR = − (κµ − λ) gαβ . (5.19)

Записывая их в смешанном виде и затем свёртывая, находим
скалярную кривизну

R = 4 (κµ − λ) , (5.20)

подставляя которую в исходные уравнения (5.19), получаем урав-
нения поля в окончательном виде

Rαβ = (κµ − λ) gαβ , (5.21)
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где κµ− λ= const= k.
Теперь исследуем физические свойства вакуума и µ-вакуума.

Вычислим х.и.-компоненты тензора энергии-импульса: наблюдае-
мую плотность материи ρ= T00

g00
, вектор наблюдаемой плотности им-

пульса J i =
c T i

0√
g00

, наблюдаемый тензор напряжений U ik = c2T ik.
Для µ-вакуума (Tαβ = µgαβ) физически наблюдаемые компонен-

ты тензора энергии-импульса имеют вид

ρ =
T00

g00
= µ , (5.22)

J i =
c T i

0
√
g00
= 0 , (5.23)

U ik = c2T ik = −µc2hik = −ρc2hik. (5.24)

Для тензора энергии-импульса T̆αβ =− λ
κ gαβ (5.14), который ха-

рактеризует вакуум (физический вакуум), физически наблюдаемые
компоненты имеют следующий вид

ρ̆ =
T̆00

g00
= −

λ

κ
, (5.25)

J̆ i =
c T̆ i

0
√
g00
= 0 , (5.26)

Ŭ ik = c2 T̆ ik =
λ

κ
c2hik = − ρ̆c2hik. (5.27)

Отсюда видно: вакуум (λ-поле) и µ-вакуум обладают постоян-
ной плотностью (т.е. представляют собой однородно распределён-
нуюматерию), а также являются неизлучающими средами (так как
в них поток энергии c2J i равен нулю)

c2 J̆ i =
c3 T̆ i

0
√
g00
= 0 , c2J i =

c3 T i
0

√
g00
= 0 . (5.28)

Всистеме координат, сопутствующей среде, тензор напряжений
выглядит следующим образом [11–13]

Uik = p0 hik − αik = phik − βik , (5.29)
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где p0 равновесное давление, определяемое из уравнения состоя-
ния, p истинное давление, αik вязкость 2-го рода (тензор вязких на-
пряжений), и βik =αik −

1
3 αhik его анизотропная часть (вязкость 1-

го рода, проявляющаяся при анизотропной деформации), где α=αi
i

след тензора вязкости 2-го рода αik.
Записывая тензор напряжений µ-вакуума (5.24) в системе от-

счёта, сопутствующей самому µ-вакууму, получаем

Uik = phik = −ρc2hik , (5.30)

аналогично для тензора напряжений вакуума (5.27)

Ŭik = p̆hik = − ρ̆c2hik . (5.31)

Отсюда следует, что вакуум и µ-вакуум являются невязкими
средами (αik = 0, βik = 0) уравнения которых*

p̆ = − ρ̆c2, p = −ρc2. (5.32)

Такое состояние материи называют инфляцией (инфляция —
раздувание), так как при положительной плотности материи давле-
ние получается отрицательным, среда расширяется.

Таковы основные физические свойства вакуума и µ-вакуума:
это — однородные (ρ= const), невязкие (αik = βik = 0) и неизлучаю-
щие (J i = 0) среды, находящиеся в состоянии инфляции.

Теперь перейдём к исследованию вакуума, заполняющего про-
странства постоянной кривизны, в частности, пространство де Сит-
тера, лучше всего соответствующее пространству нашей Вселен-
ной в целом. В пространстве постоянной кривизны тензор Римана-
Кристоффеля имеет вид (см. главу 7 в книге Синга [35])

Rαβγδ = K
(
gαγgβδ − gαδgβγ

)
, K = const, (5.33)

свёртывая который мы получаем выражение для тензора Риччи Rαβ
и скалярную кривизну R в пространстве постоянной кривизны

Rαβ = −3Kgαβ , R = −12K . (5.34)

*Уравнение состояния распределённой материи — это зависимость её давле-
ния от плотности. Например, p= 0 уравнение состояния пылевой среды, p= ρc2

уравнение состояния материи в атомных ядрах, p= 1
3 ρc2 уравнение состояния

ультрарелятивистского газа.
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Представляя пространство нашей Вселенной как пространство
постоянной кривизны, получаем уравнения поля, выраженные че-
рез кривизну

3Kgαβ = −κTαβ + λgαβ . (5.35)

Запишем их, как иСинг, в виде (λ− 3K) gαβ = κTαβ. Тогда тензор
энергии-импульса вещества в пространствах постоянной кривизны
имеет вид

Tαβ =
λ − 3K
κ

gαβ . (5.36)

Отсюда, в частности, видно, что в пространстве постояннойкри-
визны сама собой решается проблема геометризации материи: тен-
зор энергии-импульса (5.36) выражается только через метрический
тензор и константы. Пространство де Ситтера — это пространство
постоянной кривизны, в котором Tαβ = 0 и λ, 0, т.е. оно заполнено
только вакуумом (вещество в нем отсутствует). Тогда, приравнивая
тензор энергии-импульса вещества (5.36) к нулю, получаем, как и
Синг: в пространстве де Ситтера λ= 3K.

С учётом этого соотношения, выражение для наблюдаемой
плотности вакуума в мире де Ситтера принимает вид

ρ̆ = −
λ

κ
= −

3K
κ
= −

3Kc2

8πG
. (5.37)

Теперь мы подходим к ключевому вопросу: каков знак четы-
рёхмерной кривизны пространства нашей Вселенной? Вопрос, увы,
не праздный. От ответа на него зависит фактически, сойдётся ли
построенная космология мира де Ситтера с наблюдательными дан-
ными или получится результат, прямо противоположный общеиз-
вестным астрономическим фактам.

Действительно, при положительной четырёхмерной кривизне
K > 0 плотность вакуума получается отрицательной, следовательно
инфляционное давление больше нуля — вакуум сжимается. Тогда,
так как λ> 0, неньютоновские силы гравитации являются силами
отталкивания.Получается противоборство двух начал: инфляцион-
ного положительного давления вакуума, стремящегося сжать про-
странство, и сил неньютоновской гравитации, являющихся силами
отталкивания. При этом, во-первых, так как λ-силы пропорцио-
нальны расстоянию, их расширяющее действие усиливалось бы с
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увеличением радиуса Вселенной: расширение Вселенной происхо-
дило бы с ускорением. И, во-вторых, если бы Вселенная когда-то
была размером меньше расстояния, на котором сжимающее давле-
ние вакуума равно растягивающему действию λ-сил, её расширение
стало бы невозможным.

Если четырёхмерная кривизна отрицательна K < 0, плотность
вакуума получается положительной, его инфляционное давление
меньше нуля — вакуум расширяется. Кроме того, так как в этом
случае λ< 0, неньютоновские силы гравитации являются силами
притяжения. Тогда Вселенная может расширяться практически из
точки до тех пор, пока плотность вакуума не уменьшится до такой
степени. что его расширяющее давление станет равным неньюто-
новским λ-силам притяжения.

Таким образом, вопрос знака кривизны является решающим
для космологии нашей Вселенной.

Однако человеческое восприятие трёхмерно, поэтому обычный
наблюдатель не в состоянии что-либо узнать о знаке четырёхмер-
ной кривизны путём прямых измерений. Как быть в таком случае?
Выход из создавшейся ситуации даёт теория хронометрических
инвариантов — метод для определения физических наблюдаемых
величин.

Одной из своих задач Зельманов считал построение тензора
кривизны трёхмерного, вообще говоря, неголономного простран-
ства, который обладал бы свойствами тензора кривизны Римана-
Кристоффеля и, одновременно, обладал бы свойством хронометри-
ческой инвариантности. Он решил построить такой тензор по ана-
логии с тензором Римана-Кристоффеля, который получается как
результат некоммутативности вторых производных от произволь-
ного вектора в рассматриваемом пространстве. Вычисляя разность
вторых хронометрических инвариантных производных от произ-
вольного трёхмерного вектора, он получил выражение

∗∇i
∗∇k Ql −

∗∇k
∗∇i Ql =

2Aik

c2

∗∂Ql

∂t
+ H ··· jlki·Qj , (5.38)

которое содержит х.и.-тензор

H ··· jlki· =

∗∂∆
j
il

∂xk −

∗∂∆
j
kl

∂xi + ∆
m
il ∆

j
km − ∆

m
kl∆

j
im , (5.39)
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аналогичный тензору Схоутена из теории неголономных многооб-
разий*. В общем случае, когда пространство вращается (Aik , 0),
тензор H ··· jlki· отличается по своим алгебраическим свойствам от тен-
зора Римана-Кристоффеля. Поэтому Зельманов ввёл тензор

Clkij =
1
4

(
Hlkij − Hjkil + Hklji − Hiljk

)
, (5.40)

не только являющийся хронометрически инвариантным, но ещё и
обладающий всеми алгебраическими свойствами тензора Римана-
Кристоффеля на пространственном сечении, связанном с наблю-
дателем (т.е. в его пространстве отсчёта). Таким образом, тензор
Clkij является тензором кривизны трёхмерного пространства отсчё-
та наблюдателя, сопутствующего своему телу отсчёта. Свёртывая
его, получаем х.и.-величины

Ckj = C ···ikij· = himCkimj , C = C j
j = hljClj , (5.41)

которые также характеризуют кривизну трёхмерного пространства.
Так как Clkij, Ckj, и C обладают свойством хронометрической инва-
риантности, они являются физически наблюдаемыми величинами.

В частности, C представляет собой трёхмерную наблюдаемую
кривизну [11–13].

Применительно к нашему исследованию свойств вакуума и кос-
мологии, нас интересует, как трёхмерная наблюдаемая кривизна C
связана с четырёхмерной кривизной K вообще и в пространстве
де Ситтера, в частности. Рассмотрим эту задачу последовательно.
Четырёхмерный тензор кривизны Римана-Кристоффеля является
тензором 4-го ранга, поэтому он имеет n4 = 256 компонент, из ко-
торых существенными являются лишь 20. Остальные компоненты
либо равны нулю, либо выражаются друг через друга, так как тензор
Римана-Кристоффеля является:
1) симметричным по каждой паре индексов Rαβγδ =Rγδαβ;
2) антисимметричным относительно перестановок внутри каж-

дой пары индексов Rαβγδ =−Rβαγδ, Rαβγδ =−Rαβδγ;
*И.А. Схоутен построил теорию неголономных многообразий для произволь-

ного числа измерений, рассматривая подпространство с размерностью m в про-
странстве размерности n, где m< n [36]. Применительно к теории хронометри-
ческих инвариантов фактически рассматривается подпространство размерности
(m= 3) в пространстве с размерностью (n= 4).
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3) его компоненты связаны соотношением Rα(βγδ) = 0, где круг-
лые скобки обозначают перестановки по индексам (β, γ, δ).

Существенные компоненты тензора Римана-Кристоффеля об-
разуют три физических наблюдаемых х.и.-тензора

X ik = −c2 R·i·k0·0·

g00
, Y ijk = −c

R·ijk0···
√
g00

, Z ijkl = c2Rijkl. (5.42)

Тензор X ik имеет 6 компонент, тензор Y ijk имеет 9 компонент,
а у тензора Z ijkl (в силу его симметрии) 6 компонент. Компоненты
второго тензора связаны соотношением Y(ijk) =Yijk +Yjki +Ykij = 0.
Выражая эти три величины через х.и.-характеристики пространства
отсчёта и затем опуская индексы, получаем

Xij =
∗∂Dij

∂t
−

(
D l

i + A·li·
) (

Djl + Ajl
)
+

+
(
∗∇i Fj +

∗∇j Fi
)
−

1
c2 Fi Fj ,

(5.43)

Yijk =
∗∇i

(
Djk + Ajk

)
−∗∇j (Dik + Aik) +

2
c2 Aij Fk , (5.44)

Ziklj = Dik Dlj − Dil Dkj + Aik Alj −

− Ail Akj + 2Aij Akl − c2Ciklj .
(5.45)

Отсюда видно, что пространственные наблюдаемые компонен-
ты Ziklj тензора Римана-Кристоффеля (5.45) непосредственно свя-
заны с х.и.-тензором трёхмерной наблюдаемой кривизны Ciklj про-
странства.

Теперь найдём выражение для трёхмерной наблюдаемой кри-
визны в пространстве, кривизна которого постоянна (такого как,
например, пространство де Ситтера). В этом случае тензор Римана-
Кристоффеля имеет вид (5.33), тогда

R0i0k = −Khikg00 , (5.46)

R0ijk =
K
c
√
g00

(
vj hik − vk hij

)
, (5.47)

Rijkl = K
[
hik hjl − hil hk j +

1
c2 vi

(
vl hk j − vk hjl

)
+

+
1
c2 vj (vk hil − vl hik)

]
.

(5.48)
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Вычисляя его физически наблюдаемые х.и.-компоненты (5.42),
получаем

X ik = c2Khik, Y ijk = 0 , Z ijkl = c2K
(
hikh jl − hilh jk

)
. (5.49)

Соответственно, выражение для пространственных наблюдае-
мых компонент с нижними индексами будет иметь вид

Zijkl = c2K
(
hik hjl − hil hjk

)
. (5.50)

Последовательно свёртывая эту величину, получаем

Zjl = Z i···
· jil = 2c2Khjl , Z = Z j

j = 6c2K. (5.51)

С другой стороны, нам известно выражение для Zijkl в простран-
стве произвольно кривизны (5.45), содержащее тензор трёхмерной
наблюдаемой кривизны в явном виде.Очевидно, что оно справедли-
во и для случая K = const. Тогда, последовательно свёртывая общее
выражение (5.45), имеем

Zil = Dik Dk
l − Dil D + Aik A·kl· + 2Aik Ak·

·l − c2Cil , (5.52)

Z = hilZil = Dik Dik − D2 − Aik Aik − c2C . (5.53)

В пространстве постоянной кривизны Z = 6c2K (5.51), следова-
тельно, связь между четырёхмерной кривизной пространства K и
трёхмерной наблюдаемой кривизной C имеет вид

6c2K = Dik Dik − D2 − Aik Aik − c2C . (5.54)

Отсюда видно, что в отсутствии вращения и деформации про-
странства четырёхмерная кривизна по знаку противоположна трёх-
мерной наблюдаемой кривизне. В пространстве де Ситтера, где от-
сутствуют вращение и деформация,

K = −
1
6

C , (5.55)

т.е. трёхмерная наблюдаемая кривизна C =−6K.
Теперь мы можем определить реальную модель развития нашей

Вселенной, опираясь на два источника опытных фактов: 1) знак
наблюдаемой плотности материи; 2) знак наблюдаемой трёхмерной
кривизны.
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Во-первых, повседневный опыт свидетельствует: плотность ма-
терии в нашей Вселенной положительна, и, какой бы разреженной
материя ни становилась, её плотность всё равно остаётся больше
нуля. Тогда, чтобы плотность вакуума (5.37) была положительной,
космологический член должен иметь отрицательный знак (в этом
случае силы неньютоновской гравитации являются силами притя-
жения) и, соответственно, четырёхмерная кривизна должна быть
отрицательной K < 0.

Во-вторых, судя по тому, что мы воспринимаем планеты и звёз-
ды как шары, создаваемая их массами наблюдаемая трёхмерная
кривизна положительна C > 0, т.е. K < 0 и λ< 0 (в случае отрица-
тельной наблюдаемой кривизны мы воспринимали бы горизонт, в
том числе и горизонт событий, вогнутым). Кроме того, как пишет
Иваненко во вступительной статье к книге Вебера [28]:

“Хотя данные космологических наблюдений, естественно, не
точны, но, например, Мак-Витти* утверждает, что наилуч-
шие результаты наблюдений хаббловского красного смеще-
ния H ≈ 75 км/сек мегапарсек и средней плотности материи
ρ≈ 10−31 грамм/см3 говорят в пользу неисчезающего космо-
логического члена с λ< 0.”

В итоге можно считать, что плотность вакуума в нашей Вселен-
ной положительна, и трёхмерная кривизна C > 0. Следовательно,
четырёхмерная кривизнаK < 0 и, соответственно, космологический
член λ< 0. Тогда из выведенной нами формулы (5.37) получаем на-
блюдаемую плотность вакуума в нашей Вселенной, выраженную
через наблюдаемую трёхмерную кривизну

ρ̆ = −
λ

κ
= −

3K
κ
=

C
2κ

> 0 , (5.56)

т.е. инфляционное давление вакуума p̆=− ρ̆c2 является отрица-
тельным (вакуум расширяется). При этом, поскольку одним из фи-
зических свойств вакуума является его однородное распределение
в пространстве, отрицательное инфляционное давление означает
также расширение Вселенной в целом.

Таким образом, наблюдаемое трёхмерное пространство нашей
Вселенной (C > 0) представляется нам в виде трёхмерной разду-

*См. [37] в нашем списке литературы.
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вающейся сферы, являющейся подпространством четырёхмерно-
го пространства-времени K < 0 (пространства, геометрия которого
является обобщением геометрии Лобачевского-Бойяи).

Иначе говоря, наблюдаемая геометрия трёхмерного простран-
ства в целом является обобщением геометрии Римана, а геометрия
четырёхмерного пространства-времени представляет собой обоб-
щение геометрии Лобачевского-Бойяи.

Конечно, рассмотренное намипространство деСиттера—лишь
какое-то приближение пространства нашей Вселенной: хотя “ост-
рова” тяготеющих масс чрезвычайно редки и не влияют на гло-
бальную кривизну, в своих ближайших окрестностях их влияние на
кривизну пространства существенно (отклонение лучей света в по-
ле тяготения Солнца и другие эффекты). Однако при исследовании
Вселенной в целом, редкими “островами” вещества и локальными
неоднородностями кривизны можно пренебречь. В таком случае
пространство де Ситтера с отрицательной четырёхмерной кривиз-
ной (наблюдаемая трёхмерная кривизна положительна) можно счи-
тать фоновым пространством нашей Вселенной.

5.4 Концепция инверсионного взрыва Вселенной

Из предыдущего параграфа мы знаем: в пространстве де Сит-
тера λ= 3K, т.е. λ-член по своему физическому смыслу— то же са-
мое, что и кривизна. Для трёхмерного сферического подпростран-
ства наблюдаемая кривизна C =−6K равна

C =
1

R2 , (5.57)

где R наблюдаемый радиус кривизны (радиус сферы). Тогда четы-
рёхмерная кривизна пространства-времени

K = −
1

6R2 , (5.58)

т.е. чем больше радиус сферы, тем меньше кривизна K.
По оценкам астрономов, наша Вселенная возникла 10–20 мил-

лиардов лет назад. Следовательно, расстояние пройденное фото-
ном (квантом света), родившимся в начале жизни Вселенной, на
нынешний день равно RH ≈ 1027–1028 см. Это расстояние называ-
ется радиусом горизонта событий. Полагая нашу Вселенную в
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целом миром де Ситтера с K < 0 для четырёхмерной кривизны и,
соответственно, для λ-члена λ= 3K, получаем оценку

K = −
1

6R2
H

≈ −10−56 см−2. (5.59)

Вместе с тем, схожие значения горизонта событий, кривизны
и λ-члена можно получить из работ Роберто ди Бартини [38, 39],
исследовавшего соотношения между физическими константами с
точки зрения топологии.

В работах ди Бартини радиус Вселенной интерпретируется как
наибольшая протяжённость, определяемая из топологических со-
ображений. Согласно инверсионному соотношению ди Бартини

Rρ
r2 = 1 , (5.60)

космический радиус R (наибольшая протяжённость пространства)
является инверсионным образом гравитационного радиуса элек-
трона ρ= 1,347 × 10−55 см (наименьшая протяжённость) относи-
тельно радиуса сферической инверсии r= 2,818 × 10−13 см, рав-
ного классическому радиусу электрона (по ди Бартини — радиус
сферической инверсии). Численно космический радиус (предельно
большой радиус горизонта событий) равен [38, 39]

R = 5,895 × 1029 см . (5.61)

Космическая масса (масса под космическим радиусом) и кос-
мическая плотность, также определяемые из топологических со-
ображений [38, 39], составляют

M = 3,986×1057 грамм , ρ = 9,87×10−34 грамм/см3. (5.62)

Фактически, из работ ди Бартини следует, что пространство
Вселенной (от классического радиуса электрона до горизонта со-
бытий) является внешниминверсионнымобразом внутреннего про-
странства некоей частицы размером с электрон (её радиус лежит в
пределах от классического радиуса электрона до его гравитацион-
ного радиуса). В остальном эта частица отличается от электрона:
её масса равна космической массе M = 3,986×1057 грамм, тогда как
масса электрона m= 9,11 × 10−28 грамм.
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Пространство внутри этой частицы непредставимо пространст-
вом де Ситтера. Действительно, если определить плотность ваку-
ума в пространстве де Ситтера с K < 0 и наблюдаемым радиусом
кривизны r= 2,818 × 10−13 см, мы получим

ρ̆ = −
3K
κ
= −

1
2κ

r2 = 3,39 × 1051 грамм/см3, (5.63)

тогда как плотность материи внутри частицы ди Бартини, вычисля-
емая как плотность внутри сферы, составляет

ρ =
M

2π2r3 = 9,03 × 1093 грамм/см3. (5.64)

Вместе с тем внешнее пространство, являющееся инверсион-
ным образом внутреннего, по характеристикам подходит под про-
странство де Ситтера. Представим, что пространство с радиусом
кривизны, равным космическому радиусу ди Бартини R= 5,895 ×
1029 см, является пространством де Ситтера с K < 0. В этом случае
четырёхмерная кривизна и λ-член равны

K = −
1

6R2 = −4,8 × 10
−61 см−2, (5.65)

λ = 3K = −
1

2R2 = −14,4 × 10
−61 см−2, (5.66)

т.е. на пять порядков меньше наблюдаемой оценки |λ |< 10−56. Это
можно объяснить тем, что, так как Вселенная продолжает расши-
ряться, в будущем абсолютные значения её кривизны и космологи-
ческого члена уменьшатся, приближаясь к значениям (5.65, 5.66),
вычисленным для наибольшей протяжённости (космического ради-
уса). Расчётная плотность вакуума в пространстве де Ситтера под
космическим радиусом

ρ̆ = −
3K
κ
= −

3Kc2

8πG
≈ 7,7 × 10−34 грамм/см3 (5.67)

также меньше наблюдаемой средней плотности материи во Все-
ленной (5–10×10−30 грамм/см3) и фактически почти совпадают с
плотностью материи в пространстве внутри космического радиуса
по ди Бартини 9,87×10−34 грамм/см3 (5.62).
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Выяснить, сколько ещё наша Вселенная будет расширяться,
можно, определив, насколько наблюдаемый радиус горизонта со-
бытий RH ещё не достиг радиуса кривизны R. Полагая предельный
радиус горизонта событий Вселенной RH(max) равным космическо-
му радиусу (внешней инверсионной протяжённости) по ди Бартини
R=RH(max) = 5,895×1029 см (5.61), и, сравнивая его с оценкой наблю-
даемого радиуса горизонта событий (RH ≈ 1027–1028 см), получаем
∆R=RH(max) −RH ≈ 5,8×1029 см, т.е. нашей Вселенной осталось рас-
ширяться

t =
∆R
c
≈ 600 миллиардов лет. (5.68)

Эти расчёты плотности вакуума и других характеристик про-
странства деСиттера позволяют сделать выводы о происхождении и
эволюции нашей вселенной и допускают единственную интерпрета-
цию инверсионного соотношения ди Бартини. Назовём её космоло-
гической концепцией Инверсионного Взрыва Вселенной. При этом
напомним, что наши расчёты характеристик пространства де Сит-
тера основаны только на геометрических методах общей теории
относительности, а инверсионное соотношение ди Бартини (5.60)
является очевиднымследствием современных знанийофизических
константах. Итак. . .

. . . Вначале существовала единственная прачастица с ради-
усом, равным классическому радиусу электрона, и массой,
равной массе всей Вселенной.

Затем произошёл инверсионный взрыв: в результате то-
пологического перехода материя внутреннего пространства
прачастицы инверсировалась относительно её поверхности во
внешний мир, образую нашу расширяющуюся Вселенную. На
нынешний день, спустя 10–20 млрд. лет после инверсионного
взрыва, Вселенная находится в ранней стадии эволюции. Её
расширение продлится ещё почти 600 млрд. лет.

Спустя этот срок расширяющееся пространство достиг-
нет своего радиуса кривизны, на котором неньютоновские си-
лы гравитации, пропорциональные расстоянию, уравновесят
инфляционное расширяющее давление вакуума. Расширение
Вселенной прекратится, наступит устойчивое состояние, ко-
торое продлится вплоть до следующего инверсионного топо-
логического перехода. . .
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Стадии Возраст, Радиус, Плотность, λ-член,
эволюции лет см грамм/см3 см−2

Прачастица
(до взрыва)

0 2,82×10−13 9,03×1093 ?

В нашу эпоху 10–20×109 1027–1028 5–10×10−30 < 10−56

После
расширения

623×109 5,89×1029 9,87×10−34 1,44×10−60

Таблица 5.1: Параметры материи и пространства на разных стадиях эво-
люции Вселенной, согласно космологической концепции Инверсионного
Взрыва Вселенной из пра-частицы.

Параметры материи и пространства на разных стадиях эволю-
ции Вселенной приведены в таблице 5.1.

Причины топологического перехода, приведшего к сфериче-
ской инверсии материи из прачастицы (инверсионному взрыву пра-
частицы), неизвестны. . . впрочем, как и причины “начала” Вселен-
ной в других современных космологических концепциях.

5.5 Неньютоновские гравитационные силы

Пространства Эйнштейна 1-го типа, в том числе и простран-
ства постоянной кривизны, помимо включений в виде “островов”
вещества, могут быть как пустыми, так и заполненными однород-
ной материей. Однако существует принципиальное различие меж-
ду пустым пространством Эйнштейна 1-го типа (кривизна K = 0) и
непустым (K = const, 0).

Чтобы наши рассуждения были более конкретными, обратимся
к наиболее характерным примерам пустого и непустого простран-
ства Эйнштейна 1-го типа.

Если остров массы представляет собой шар (сферически сим-
метричное распределение массы в острове), помещённый в пусто-
ту, то кривизну такого пространства создаёт ньютоновское поле
тяготения острова, и оно не является пространством постоянной
кривизны. При удалении от острова на бесконечность простран-
ство становится плоским, т.е. пространством постоянной кривиз-
ны с K = 0. Характерным примером поля тяготения, создаваемо-
го сферически-симметричным островом массы в пустоте, является
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поле, описываемое метрикой Шварцшильда

ds2 =

(
1 −

rg
r

)
c2dt2 −

dr2

1 − rg
r

− r2
(
dθ2 + sin2θ dφ2

)
, (5.69)

где r расстояние от острова, rg его гравитационный радиус.
В пространстве с метрикой Шварцшильда нет вращения и де-

формации. Компоненты вектора гравитационно-инерциальной си-
лы (1.38) вычисляются следующимобразом.Судяпометрике (5.69),
величина g00 имеет вид

g00 = 1 −
rg
r
, (5.70)

тогда производная от потенциала w= c2 (1−
√
g00) по координате

xi, равна
∂w
∂xi = −

c2

2
√
g00

∂g00

∂xi . (5.71)

Подставляя эту производную в выражение для гравитационно-
инерциальной силы (1.38), в отсутствии вращения имеем

F1 = −
c2rg
2r2

1

1 − rg
r

, F1 = −
c2rg
2r2 , (5.72)

таким образом, вектор F i в пространстве с метрикойШварцшильда
характеризует ньютоновскую гравитационную силу, которая обрат-
но пропорциональна квадрату расстояния r от тяготеющей массы
(источника поля).

Если пространство заполнено сферически симметричным рас-
пределением вакуума и не включает островов массы, его кривизна
будет везде одинаковой. Пример такого поля тяготения — поле,
описываемое метрикой де Ситтера*

ds2 =

(
1 −

λr2

3

)
c2dt2 −

dr2

1 − λ r2

3

− r2
(
dθ2 + sin2θ dφ2

)
. (5.73)

*Согласно последним исследованиям [40], метрика де Ситтера (5.73) отвечает
условию сферической симметрии только в предельном случае, когда λ= 0, тогда
как в общем случае (λ, 0) пространство де Ситтера является сферически сим-
метричным только если оно имеет нулевой объём (т.е. вырождается в точку) или
при других частных условиях.
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Заметим, что хотя в пространстве де Ситтера нет островов ве-
щества, создающих обычные ньютоновские поля тяготения, мы мо-
жем рассматривать движение малых (пробных) частиц, собствен-
ные ньютоновские поля которых настолько малы, что ими можно
пренебречь.

Пространство с метрикой де Ситтера представляет собой про-
странство постоянной кривизны, превращающееся в плоское про-
странство только в отсутствии λ-поля. Вращение и деформация
в нем также отсутствуют, а компоненты вектора гравитационно-
инерциальной силы имеют вид

F1 =
λc2

3
r

1 − λ r2

3

, F1 =
λc2

3
r , (5.74)

т.е. вектор F i в пространстве де Ситтера характеризует неньюто-
новские гравитационные силы, пропорциональные r: если λ< 0, это
будут силы притяжения, если λ> 0, то силы отталкивания. Таким
образом, силы неньютоновской гравитации (λ-силы) тем сильнее,
чем больше расстояние, на котором они действуют.

Таким образом, мы видим принципиальное различие между пу-
стым и непустым пространствами Эйнштейна 1-го типа: в пустом с
островом массы действуют только ньютоновские силы, в заполнен-
ном вакуумом без островов массы — только силы неньютоновской
гравитации.

Примером “смешанного” пространства 1-го типа является про-
странство с метрикой Коттлера [41]

ds2 =

(
1 +

ar2

3
+

b
r

)
c2dt2 −

dr2

1 + ar2

3 +
b
r

−

− r2
(
dθ2 + sin2θ dφ2

)
F1 = − c2

ar
3 −

b
2 r2

1 + ar2

3 +
b
r

, F1 = − c2
(
ar
3
−

b
2r2

)


, (5.75)

в котором действуют как ньютоновские силы, так и λ-силы: оно
заполнено вакуумом и включает островные массы, создающие нью-
тоновские силы тяготения. Вместе с тем, Коттлер вывел свою мет-
рику с точностью до двух констант a и b, для определения которых
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требуется задавать какие-то дополнительные условия. Поэтому,
несмотря на привлекательность метрики Коттлера, практический
интерес представляют лишь два её “крайних” случая — метрика
Шварцшильда (ньютоновские силы тяготения) и метрика де Сит-
тера (λ-силы).

5.6 Гравитационный коллапс

Конечно, представляя нашу Вселенную как пространство де
Ситтера (заполненное вакуумом без “островов” массы), или как
пространство Шварцшильда (“острова” массы в пустоте), мы де-
лаем некоторое допущение. Реальная метрика нашего мира пред-
ставляет собой нечто “среднее”. Тем не менее, при решении задач,
связанных с действием сил неньютоновской гравитации (порож-
даемых вакуумом), когда мы абстрагируемся от влияния тяготею-
щих масс, наиболее оптимально использовать метрику де Ситтера.
И, наоборот, при решении задач, связанных с полями тяготеющих
масс, резонно использовать метрику Шварцшильда. Характерным
примером такого “разделения” задач может служить коллапс —
состояние пространства-времени, при котором g00 = 0.

Гравитационный потенциалw для произвольной метрики имеет
вид (1.38). Тогда компонента g00 равна

g00 =

(
1 −

w
c2

)2
= 1 −

2w
c2 +

w2

c4 , (5.76)

т.е. коллапс g00 = 0 наступает при w= c2.
В основном в физике рассматривается гравитационный кол-

лапс— сжатие острова массы под воздействием сил ньютоновской
гравитации вплоть до его гравитационного радиуса. Поэтому гра-
витационный коллапс в “чистом виде” предстаёт перед нами в про-
странстве с метрикойШварцшильда (5.69), в котором присутствует
только ньютоновское поле сферически симметричного “острова”
массы в пустоте.

На больших расстояниях от тяготеющей массы гравитационное
поле является слабым, поэтому там выполняется закон тяготения
Ньютона. Следовательно, в слабом поле ньютоновской гравитации
потенциал имеет вид

w =
GM

r
, (5.77)
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где G постоянная тяготения Ньютона, M масса тела, создающего
данное поле тяготения. В слабом поле третий член в (5.76) прене-
брежимо мал и выражение для g00 имеет вид

g00 = 1 −
2GM
c2r

, (5.78)

т.е. гравитационный коллапс (обращение в нуль временной компо-
ненты g00 метрического тензора пространства) в пространстве с
метрикой Шварцшильда наступает при условии

2GM
c2r

= 1 , (5.79)

где величина
rg =

2GM
c2 , (5.80)

имеющая размерность длины, называется гравитационным радиу-
сом. Тогда g00 можно записать в виде

g00 = 1 −
rg
r
. (5.81)

Отсюда видно, что при r= rg в пространстве с метрикойШварц-
шильда имеет место коллапс. В этом случае вся масса сферически
симметричного тела (источника ньютоновского поля) оказывает-
ся сосредоточенной под его гравитационным радиусом. Поэтому
поверхность сферического тела, радиус которого равен его грави-
тационному радиусу, называется сферой Шварцшильда.

Иначе такие объекты называют чёрными дырами, так как под
гравитационным радиусом вторая космическая скорость превыша-
ет скорость света и таким образом свет не может “выйти” из этих
объектов наружу.

Как видно из метрики (5.69), в поле тяготения Шварцшиль-
да трёхмерное пространство не вращается (g0i = 0), следовательно,
интервал наблюдаемого времени (1.25) имеет вид

dτ =
√
g00 dt =

√
1 −

rg
r

dt , (5.82)

т.е. при r= rg интервал наблюдаемого времени dτ= 0. Иначе говоря,
для внешнего наблюдателя время на поверхности сферы Шварц-
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шильда останавливается*. Внутри сферы Шварцшильда интервал
наблюдаемого времени становится мнимым. Мы также можем ска-
зать с уверенностью, что обычный земной наблюдатель, живущий
на поверхности планеты, явно находится вне сферы Шварцшиль-
да радиусом 0,443 см и может рассматривать процесс коллапса тел
только “извне”.

Если r= rg, то численное значение компоненты g11 фундамен-
тального метрического тензора

g11 = −
1

1 − rg
r

(5.83)

стремится к бесконечности. Однако определитель фундаменталь-
ного метрического тензора gαβ равен

g = −r4 sin2θ < 0 , (5.84)

поэтому пространство-время внутри гравитационного коллапсара
в общем случае не является вырожденным, хотя коллапс также
возможен и в нуль-пространстве.

Здесь надо сделать замечание относительно фотометрическо-
го расстояния и метрического наблюдаемого расстояния. Величи-
на r в наших формулах не является метрическим расстоянием в
направлении оси x1 = r, так как в выражении для метрики (5.69)
dr2 входит с коэффициентом

(
1− rg

r

)
−1. Величина r представляет

собой фотометрическое расстояние, определяемое как функция
освещённости, создаваемой постоянным источником света обратно
пропорциональной квадрату расстояния. Иными словами, величи-
на r есть радиус неевклидовой сферы площадью 4πr2 (см. лекции
Зельманова [12]).

*При g00 = 0 (коллапс) интервал наблюдаемого времени (1.25) равен
dτ=− 1

c2 vi dx i, где vi =−c g0i
√
g00

скорость вращения пространства (1.37). Только по-
лагая g0i = 0 и vi = 0, условие коллапса можно определить корректно: для внешнего
наблюдателя время на поверхности коллапсара останавливается dτ= 0, а четырёх-
мерный интервал равен ds2 =−dσ2 = gik dx idxk. Отсюда можно сделать единствен-
ный вывод: на поверхности коллапсара пространство является голономным (кол-
лапсар не вращается). В нашей книге [19] было показано, что нуль-пространство
коллапсирует, если не вращается. Здесь же доказана более общая теорема: если
g00 = 0, то пространство является голономным независимо от того, является оно
вырожденным (g= 0, нуль-пространство) или для него g< 0 (пространство-время
общей теории относительности).
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Метрическое элементарное наблюдаемое расстояние между
двумя точками в пространстве с метрикой Шварцшильда, согласно
теории хронометрических инвариантов, имеет вид

dσ =

√
dr2

1 − rg
r

+ r2
(
dθ2 + sin2θ dφ2

)
. (5.85)

При θ= const и φ= const оно составляет

σ =

∫ r2

r1

√
h11 dr =

∫ r2

r1

dr√
1 − rg

r

(5.86)

и не совпадает с фотометрическим расстоянием r.
Теперь определим метрику пространства-времени внутри сфе-

рыШварцшильда. Для этого запишем внешнюю метрику (5.69) для
радиуса r< rg. В результате имеем

ds2 = −

(rg
r
− 1

)
c2dt2 +

dr2

rg
r − 1

− r2
(
dθ2 + sin2θ dφ2

)
. (5.87)

Вводя переобозначения r= c t̃ и ct= r̃, получаем

ds2 =
c2dt̃ 2

rg
c t̃
− 1
−

( rg
c t̃
− 1

)
dr̃2 − c2dt̃ 2

(
dθ2 + sin2θ dφ2

)
, (5.88)

т.е. метрика пространства-времени внутри сферы Шварцшильда
аналогична внешней метрике при условии, что временная коорди-
ната и пространственная радиальная координата r меняются места-
ми. Иначе говоря, фотометрическое расстояние r вне чёрной дыры
есть координатное время c t̃ внутри чёрной дыры, тогда как коор-
динатное время вне чёрной дыры ct является фотометрическим
расстоянием r̃ внутри неё.

Из первого члена внутреннейметрикиШварцшильда (5.88) вид-
но, что она является нестационарной и реализуется на ограничен-
ном интервале времени

t̃ =
rg
c
. (5.89)

Для Солнца, гравитационный радиус которого равен пример-
но 3 км, время существования такого пространства составило бы
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всего лишь < 10−5 сек. Для Земли, гравитационный радиус кото-
рой составляет всего 0,443 см, “время жизни” внутренней метрики
Шварцшильда ещё меньше: 1,5×10−11 сек.

Из сравнения метрик внутри (5.88) и снаружи (5.69) гравитаци-
онного коллапсара следует:
1) пространство отсчёта обеихметрик является голономным, т.е.

не вращается (Aik = 0);
2) внешняя метрика коллапсара стационарна, а вектор гравита-

ционно-инерциальной силы равен F1 =−GM
r2 ;

3) внутренняя метрика коллапсара нестационарна, а вектор гра-
витационно-инерциальной силы равен нулю.

Исследуем более детально внешнюю и внутреннюю метрики
коллапсара, полагая для простоты θ= const и φ= const, т.е. огра-
ничиваясь из пространственных направлений только радиальным.
Тогда внешняя метрика примет вид

ds2 = −

(rg
r
− 1

)
c2dt2 +

dr2

rg
r − 1

, (5.90)

внутренняя метрика, соответственно

ds2 =
c2dt̃ 2

rg
c t̃
− 1
−

( rg
c t̃
− 1

)
dr̃2. (5.91)

Определим физическое наблюдаемое расстояние (5.86) в ради-
альном направлении к центру тяжести коллапсара. Получаем

σ =

∫
dr√
1 − rg

r

=

√
r (r − rg) + rg ln

(√
r +

√
r − rg

)
+ const (5.92)

вдоль направления r. Отсюда видно: при r= rg наблюдаемое рассто-
яние

σg = rg ln
√

rg + const, (5.93)

и является постоянной величиной.
Это означает, что сферу Шварцшильда, определяемую фото-

метрическим радиусом rg, внешний наблюдатель воспринимает в
виде сферы с наблюдаемым радиусом σg = rg ln√rg + const (5.93).
Таким образом, для внешнего наблюдателя гравитационный кол-
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лапсар (чёрная дыра) представляет собой сферу с постоянным на-
блюдаемым радиусом, на поверхности которого время останавли-
вается.

Теперь рассмотрим гравитационный коллапсар изнутри. Интер-
вал наблюдаемого времени (5.82) внутри сферы Шварцшильда для
внешнего наблюдателя является мнимым

dτ = i

√
rg
r
− 1 dt , (5.94)

или, во “внутренних” координатах r= c t̃ и ct= r̃ (с точки зрения
“внутреннего” наблюдателя),

dτ̃ =
1√

rg
c t̃
− 1

dt̃ . (5.95)

Следовательно, для внешнего наблюдателя внутреннее “мни-
мое” время коллапсара останавливается на его поверхности, тогда
как для “внутреннего” наблюдателя темп наблюдаемого времени
на поверхности бесконечно возрастает. Метрическое расстояние
внутри коллапсара с точки зрения внешнего наблюдателя, согласно
метрики (5.87), имеет вид

σ =

∫
dr√
rg
r − 1

= −

√
r (r − rg) + rg arctan

√
rg
r
− 1 + const, (5.96)

или, с точки зрения “внутреннего” наблюдателя,

σ̃ =

∫ √
rg
ct̃
− 1 dr . (5.97)

Отсюда видно: при r= c t̃= rg для внешнего наблюдателя наблю-
даемое расстояние между двумя точками стремится к постоянному
значению, тогда как для “внутреннего” наблюдателя трёхмерный
наблюдаемый интервал стремится к нулю. В заключение исследуем
вопрос о том, что происходит с частицами, которые “снаружи” ра-
диально падают на сферуШварцшильда. Внешнюю метрику можно
записать в виде

ds2 = c2dτ2 − dσ2, dτ =
(
1 −

rg
r

)
dt , dσ =

dr

1 − rg
r

. (5.98)
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Для частиц с вещественной массой ds2 > 0, для светоподоб-
ных частиц ds2 = 0, для сверхсветовых тахионов ds2 < 0 (их масса
является мнимой). При радиальном движении к чёрной дыре эти
условия можно записать в виде:

1) вещественные частицы:
(

dτ
dt

)2
< c2

(
1− rg

r

)2
;

2) светоподобные частицы:
(

dτ
dt

)2
= c2

(
1− rg

r

)2
;

3) мнимые частицы (тахионы):
(

dτ
dt

)2
> c2

(
1− rg

r

)2
.

На сфере Шварцшильда r= rg, поэтому dτ
dt = 0, т.е. частица, в

том числе и светоподобная, там останавливается. Четырёхмерный
интервал на сфере Шварцшильда

ds2 = −dσ2 < 0 , (5.99)

откуда следует, что поверхность сферыШварцшильда является до-
мом для частиц с мнимой массой покоя.

5.7 Инфляционный коллапс

В пространстве де Ситтера островов масс нет, следовательно,
отсутствует и поле ньютоновской гравитации. Тем не менее, усло-
вие g00 = 0 представляет собой чисто геометрическое определение
коллапса, не обязательно связанное с ньютоновскими полями, и
мы вполне можем рассмотреть его в любом пространстве. Итак,
рассмотрим пространство с метрикой де Ситтера (5.73), характе-
ризующей неньютоновское поле гравитации в пространстве посто-
янной кривизны без “острова” массы. В этом случае коллапс осу-
ществляется за счёт сил неньютоновской гравитации. Из метрики
де Ситтера (5.73) видно, что компонента

g00 = 1 −
λr2

3
, (5.100)

т.е. гравитационный потенциал w= c2 (1−
√
g00) в пространстве де

Ситтера равен

w = c2

1 −
√

1 −
λr2

3

 . (5.101)

Так как это — потенциал поля неньютоновской гравитации,
созданного вакуумом, мы будем называть его λ-потенциалом. Из
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этого выражения видно, что λ-потенциал равен нулю в предельном
случае, когда пространство де Ситтера становится плоским (т.е.
когда λ= 3K = 0).

Так как в пространстве де Ситтера λ= 3K, следовательно:
1) g00 = 1−Kr2 > 0 при расстояниях r< 1√

K
;

2) g00 = 1−Kr2 < 0 при расстояниях r> 1√
K
;

3) g00 = 1−Kr2 = 0 (коллапс) при расстояниях r= 1√
K
.

При кривизне K < 0 величина g00 = 1−Kr2 всегда больше нуля.
Таким образом, коллапс возможен только в пространстве де Ситте-
ра с положительной кривизной K > 0.

Пространство нашей Вселенной в целом, как было показано в
§5.3, имеет K < 0. Однако мы можем предположить наличие в нем
локальных неоднородностей с K > 0, не влияющих на кривизну про-
странства в целом, в том числе и таких, где имеет место коллапс.
Поэтому пространство де Ситтера с K > 0 имеет смысл рассматри-
вать как локальное пространство каких-то компактных объектов,
например – пространство внутри элементарных частиц.

Трёхмерная наблюдаемая кривизна C связана с четырёхмер-
ной кривизной соотношением C =−6K (5.55). Тогда, представляя
трёхмерное пространство в виде сферы, получаем C = 1

R2 (5.57) и,
соответственно, K =− 1

6R2 (5.58), где R трёхмерный наблюдаемый
радиус кривизны. В случае K < 0 величина R является веществен-
ной. При K > 0 величина R является мнимой.

Коллапс в пространстве де Ситтера возможен только при K > 0.
В этом случае наблюдаемый радиус кривизны пространства являет-
ся мнимым. Обозначим егоR= iR∗, гдеR∗ его абсолютная величина.
Тогда в пространстве де Ситтера с K > 0

K =
1

6R∗2
, (5.102)

и условие коллапса g00 = 1−Kr2 можно записать в виде

r = R∗
√

6 , (5.103)

т.е. на расстоянии r=R∗
√

6 в пространстве де Ситтера с K > 0 вели-
чина g00 = 0 и, следовательно, происходит остановка наблюдаемого
времени — наступает коллапс.
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Иначе говоря, область пространства де Ситтера под радиусом
r=R∗

√
6 пребывает в состоянии коллапса. Учитывая, что вакуум,

являющийся “заполнителем” пространства де Ситтера, находится
в состоянии инфляции, назовём состояние данной сколлапсировав-
шей области инфляционным коллапсом, а величину r=R∗

√
6 (5.77)

инфляционным радиусом rinf . Тогда сколлапсировавшую область
пространства де Ситтера под инфляционным радиусом мы будем
называть инфляционным коллапсаром, или — инфлянтоном.

Внутри инфлянтона, соответственно, K > 0, (наблюдаемая трёх-
мерная кривизна C < 0). В этом случае плотность вакуума отрица-
тельна (инфляционное давление положительно, вакуум сжимается)
и λ> 0, т.е. неньютоновские силы являются силами отталкивания.
Это означает, что инфляционный коллапсар (инфлянтон) заполнен
вакуумом отрицательной плотности и существует, балансируя на
“лезвии бритвы” между сжимающим давлением вакуума и растя-
гивающими силами неньютоновской гравитации. Интервал наблю-
даемого времени в пространстве де Ситтера с K > 0 имеет вид

dτ =
√
g00 dt =

√
1 − Kr2 dt =

√
1 −

r2

r2
inf

dt , (5.104)

т.е. на поверхности инфляционной сферы наблюдаемое время оста-
навливается dτ= 0. Принятая нами сигнатура (+−−−), т.е. условие
g00 > 0, имеет место при r< rinf .

Используя понятие инфляционного радиуса, запишем метрику
де Ситтера с K > 0 в следующем виде

ds2 =

1 − r2

r2
inf

 c2dt2 −
dr2

1 − r2

r2
inf

− r2
(
dθ2 + sin2θ dφ2

)
. (5.105)

Компоненты гравитационно-инерциальной силы (5.74) в этом
случае имеют вид

F1 =
c2

1 − r2

r2
inf

r
r2

inf

, F1 = c2 r
r2

inf

. (5.106)

Теперь найдём наблюдаемое расстояние и наблюдаемый ин-
фляционный радиус. Для простоты будем полагать, что θ= const и
φ= const, т.е. из пространственных направлений ограничимся толь-
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ко радиальным. Тогда наблюдаемый трёхмерный интервал имеет
следующий вид

σ =

∫ √
h11 dr =

∫
dr

√
1 − Kr2

= rinf arcsin
r

rinf
+ const, (5.107)

и, соответственно, наблюдаемый инфляционный радиус имеет по-
стоянное значение

σinf =

∫ rinf

0

dr
√

1 − Kr2
=
π

2
rinf . (5.108)

В пространстве с метрикой Шварцшильда, которое мы рас-
смотрели в предыдущем параграфе, коллапсар представляет собой
сколлапсировавшую компактную массу, создающую кривизну про-
странства в целом: обычный наблюдатель находится вне гравитаци-
онного коллапсара. В пространстве де Ситтера коллапсар представ-
ляет собой вакуум, заполняющий всё пространство. Область кол-
лапса в пространстве де Ситтера сравнима с поверхностью, радиус
которой равен радиусу кривизны пространства, поэтому обычный
наблюдатель находится под поверхностью инфляционного коллап-
сара, рассматривая коллапс “изнутри”. Чтобы заглянуть за пределы
инфляционного коллапсара, запишем метрику де Ситтера с K > 0
(5.105) для r> rinf . Ограничиваясь из пространственных направле-
ний только радиальным, получаем в координатах обычного наблю-
дателя (“внутренние” координаты инфляционного коллапсара)

ds2 = −

 r2

r2
inf

− 1

 c2dt2 +
dr2

r2

r2
inf
− 1

, (5.109)

или, с точки зрения наблюдателя, находящегося вне коллапсара (во
“внешних” координатах коллапсара r= c t̃ и ct= r̃),

ds2 =
c2dt̃ 2

c2 t̃ 2

r2
inf
− 1
−

c2 t̃ 2

r2
inf

− 1

 dr̃2. (5.110)

5.8 Заключение

При низкой плотности материи (5–10×10−30 грамм/см3 вМета-
галактике) пространство можно считать приблизительно пустым, и
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мы можем с уверенностью полагать тензор энергии-импульса рав-
ным Tαβ ∼ gαβ. В этом случае уравнения Эйнштейна имеют вид
Rαβ = kgαβ, где k= const (такое пространство является простран-
ством Эйнштейна). Существует особый тип таких пространств:
Tαβ = µgαβ, где µ= const есть плотность материи. Этот тип тензора
энергии-импульса характеризует вакуумоподобное состояние ма-
терии, известное как µ-вакуум.

В той главе мы показали физический смысл компонент тензора
энергии-импульса вакуума T̆αβ = λgαβ и тензора энергии-импульса
µ-вакуума Tαβ = µgαβ. Мы также получили математические выра-
жения для физических наблюдаемых свойств вакуума и µ-вакуума,
таких, как плотность, плотность импульса и тензор напряжений:
в итоге мы получили, что вакуум является однородной, невязкой,
неизлучающей и инфляционной (расширяющейся при положитель-
ной плотности) средой. Исходя из результатов Петрова и Глинера,
и принимая во внимание выражение для тензора энергии-импульса
вакуума и µ-вакуума (и, следовательно, существование их физиче-
ских свойств), мы предложили “геометрическую” классификацию
материи в соответствии с её тензором энергии-импульса. Мы на-
звали её T-классификацией материи:
— пустота (пустое пространство-время) — состояние реализу-

ющееся когда тензор энергии-импульса равен нулю (Tαβ = 0) и
нет сил неньютоновской гравитации (λ= 0);

— физический вакуум или, просто, вакуум — состояние, при
котором нет вещества (Tαβ = 0), но есть неньютоновская гра-
витация (λ, 0);

— µ-вакуум Tαβ = µgαβ, µ= const (вакуумоподобное состояние
материи);

— вещество Tαβ , 0, Tαβ / gαβ (включает обычное вещество и
электромагнитное поле).

Обычный опыт показывает, что плотность материи во Вселен-
ной положительна. При положительной плотности вакуума, космо-
логический член имеет знак λ < 0 (неньютоновские гравитацион-
ные силы являются силами притяжения) и инфляционное давление
вакуума является положительным (вакуум расширяется).

Исследуя пространства, заполненные исключительно вакуумом
(без вещества), такие как пространство деСиттера, мы обнаружили,
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что условие коллапса (g00 = 0) реализуется в таком пространстве в
виде специфической области (объекта), которыймыназвали инфля-
ционный коллапсар, или инфлянтон. Внутри инфлянтона λ> 0, т.е.
плотность вакуума отрицательна, давление положительно, а ненью-
тоновские силы гравитации являются силами отталкивания, делая
инфлянтон балансирующим между сжимающим давлением вакуу-
ма и расширяющими силами неньютоновской гравитации.



Глава 6 Зеркальная Вселенная

6.1 Концепция зеркальной Вселенной

Как мы упоминали в §5.1, попытки представить наш мир и зер-
кальную Вселенную в виде пространств положительной и отрица-
тельной кривизны закончились неудачей: даже в рамках метрики де
Ситтера, одной из наиболее простых пространственно-временных
метрик, траектории в пространстве с положительной кривизной
принципиально отличаются от траекторий в пространстве с отри-
цательной кривизной (см. главу VII в книге Синга [35]).

Вместе с тем многие исследователи, начиная с Дирака, интуи-
тивно чувствовали, что зеркальную Вселенную (как антипод нашей
Вселенной) следует искать не в пространстве с другим знаком кри-
визны, а в пространстве с другим знаком масс и энергий частиц. То
есть, так как массы частиц нашего мира являются положительны-
ми, то массы частиц зеркальной Вселенной, по-видимому, должны
быть отрицательными.

Джозеф Вебер пишет в своей книге [28]: “Ни закон всемирного
тяготения Ньютона, ни релятивистская теория гравитации не ис-
ключают возможности существования отрицательных масс, но эм-
пирическийфакт состоит в том, что такие масс никогда не наблюда-
лись. Как из теории тяготения Ньютона, так и из общей теории от-
носительности вытекало бы поведение отрицательныхмасс, в корне
отличное от соответствующей ситуации в электродинамике. < . . . >
Для двух тел, одно из которых обладает положительной массой, а
другое — отрицательной, но равной первой по абсолютному зна-
чению, следовало бы ожидать, что положительная масса будет при-
тягивать отрицательную, а отрицательная — отталкивать положи-
тельную, так что одна будет гнаться за другой! Если движение будет
совершаться по линии, соединяющей центры тел, то такая система
будет двигаться с постоянным ускорением. Эту задачу рассмотрел
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Х. Бонди [42]” Леонард Шифф, предположив пассивную гравита-
ционную массу позитрона отрицательной (его инертная масса, как
известно из наблюдений, положительна), основываясь на методах
квантовой электродинамики, вычислил разницу между инертной и
гравитационной массами позитрона. Эта разница получилась суще-
ственно больше точности измерений в эксперименте Этвеша, ил-
люстрирующего равенство инертной и гравитационной масс [43]. В
результатеШифф пришёл к выводу о том, что возможность отрица-
тельной гравитационной массы у позитрона исключается (подроб-
нее см. главу 1 в книге Вебера [28]). Кроме того, при совместном
“проживании” в одной и той же пространственно-временной обла-
сти, частицы с положительнымииотрицательнымимассамидолжны
непрерывно аннигилировать. Возможные космологические послед-
ствия “смешанного” существования частиц с отрицательными и с
положительными массами исследовал Я.П. Терлецкий [44, 45].

В целом, развитию идеи о зеркальной Вселенной как мире с
отрицательными массами и энергиями препятствовали два следу-
ющих обстоятельства:
1) отсутствие экспериментальных фактов существования отри-

цательных масс;
2) отсутствие теории, которая бы чётко обосновала разделение

миров с положительной и отрицательной массами в простран-
стве-времени общей теории относительности.

Соответственно, решающими для разрешения проблемы зер-
кальной Вселенной могли бы стать:
1) experimentum crucis, прямо указывающий на проявления об-

менных взаимодействий между нашим миром и зеркальной
Вселенной;

2) теоретическое исследование геометрическими методами об-
щей теории относительности, в рамках которого удастся по-
казать, что миры с положительной и отрицательной массами
разделены пространственно-временной мембраной, а также
вычислить условия возможного проникновения частиц обоих
миров через разделяющую мембрану experimentum crucis.

В этой главе мы предпримем попытку решить вторую (теорети-
ческую) часть этой проблемы.

Итак, рассмотрим понятие “зеркальность” в применении к мет-
рике четырёхмерного пространства-времени. Для решения этой за-
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дачи запишем квадрат четырёхмерного интервала в х.и.-виде

ds2 = c2dτ2 − dσ2, (6.1)

где
dσ2 = hik dxidxk, (6.2)

dτ =
(
1 −

w
c2

)
dt −

1
c2 vi dxi =

(
1 −

w + vi ui

c2

)
dt . (6.3)

Отсюда, в частности, видно, что элементарный пространствен-
ный интервал (6.2) представляет собой квадратичную функцию от-
носительно элементарных пространственных приращений dxi. Про-
странственные координаты xi равноправны: не существует принци-
пиальных различий между поступательными движениями вправо-
влево и вверх-вниз. Поэтому мы вообще не будем касаться зеркаль-
ных отражений относительно пространственных координат.

Другое дело — время. Физическое наблюдаемое (собственное)
время τ обычного наблюдателя всегда течёт по направлению из
прошлого в будущее, следовательно, dτ > 0. Вместе с тем, суще-
ствуют два возможных случая, при которых физическое наблюда-
емое время останавливается. Во-первых, это возможно в обычном
пространстве-времени в состоянии коллапса. Во-вторых, это проис-
ходит в нуль-пространстве— вырожденном пространстве-времени.
Таким образом, состояние наблюдателя, собственное время кото-
рого останавливается, можно считать пограничным, т.е. недости-
жимым в обычном его состоянии.

Мырассмотримпроблему зеркальности как для dτ > 0, так и для
dτ= 0. В последнем случае исследование будет проведено отдельно
для сколлапсировавших областей обычного пространства-времени
и для нуль-пространства.

Начнём с обычного случая, в котором интервал физически на-
блюдаемого времени dτ > 0. Из выражения для наблюдаемого вре-
мени (6.3) очевидно, что это условие имеет место при

w + vi ui < c2. (6.4)

В отсутствие вращения пространства (vi = 0) оно принимает вид
w< c2, что соответствует пространственно-временной структуре,
находящейся вне состояния коллапса.
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Квадрат четырёхмерного интервала ds2 (6.1) можно записать в
развёрнутом виде

ds2=

(
1 −

w
c2

)2
c2dt2 − 2

(
1 −

w
c2

)
vi dxidt−

− hik dxidxk +
1
c2 vi vk dxidxk,

(6.5)

с другой стороны

ds2 = c2dτ2 − dσ2 = c2dτ2
(
1 −

v2

c2

)
, v2 = hik vivk. (6.6)

Поделив обе части выражения ds2 (6.5) на

1) c2dτ2
(
1− v2

c2

)
в случае ds2 > 0,

2) c2dτ2 в случае ds2 = 0,

3) −c2dτ2
(

v2

c2 − 1
)
в случае ds2 < 0,

во всех трёх случаях мы получаем одно и то же квадратное уравне-
ние относительно функции хода координатного времени объекта t
от хода собственного времени наблюдателя τ(

dt
dτ

)2

−
2 vi vi

c2
(
1 − w

c2

) dt
dτ
+

1(
1 − w

c2

)2

(
1
c4 vi vk vivk − 1

)
= 0 , (6.7)

которое имеет два корня(
dt
dτ

)
1
=

1

1 − w
c2

(
1
c2 vi vi + 1

)
, (6.8)

(
dt
dτ

)
2
=

1

1 − w
c2

(
1
c2 vi vi − 1

)
. (6.9)

Интегрируя координатное время объекта t по аргументу τ, по-
лучаем выражение

t =
1
c2

∫
vi dxi

1 − w
c2

±

∫
dτ

1 − w
c2

+ const . (6.10)

Это выражение легко интегрируется, если пространство не вра-
щается и гравитационный потенциал w= 0. Тогда интеграл имеет
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вид t=±τ+ const. Выбором начальных условий можно сделать кон-
станту интегрирования равной нулю. В этом случае выражение для
координатного времени t принимает вид

t = ±τ , τ > 0 , (6.11)

график которого представляет два луча, являющимися продолже-
нием друг друга относительно τ > 0. Можно сказать, что зеркалом
(мембраной) здесь является собственное время наблюдателя, а са-
мо зеркало разделяет два мира: в одном мире координатное время
(наблюдаемое изменение временной координаты) течёт из прошло-
го в будущее, тогда как в другом, зеркальном мире, координатное
время течёт из будущего в прошлое.

Отметим, что мир с обратным ходом времени не является кино-
лентой, запущенной в обратную сторону. Оба мира вполне равно-
правны, но, с точки зрения обычного наблюдателя, в зазеркалье зна-
чение временной координаты отрицательно. Зеркало (мембрана) в
данном случае является плоским, т.е. оно отражает ход времени,
но не влияет на него.

Теперь, пусть пространство не вращается (vi = 0), но гравитаци-
онный потенциал не равен нулю w, 0. Тогда

t = ±
∫

dτ

1 − w
c2

+ const. (6.12)

Если гравитационное поле является слабым (w≪ c2), то инте-
грал имеет вид

t = ±
(
τ +

1
c2

∫
w dτ

)
= ± (τ + ∆t) , (6.13)

где ∆t поправка, обусловленная наличием поля потенциала w, со-
здающего ускорение. Величина w может описывать любое скаляр-
ное поле, связанное с нулевой компонентой g00 фундаментального
метрического тензора: как поле ньютоновского потенциала, так и
поле неньютоновской гравитации.

Если гравитационное поле, создаваемое потенциалом w, явля-
ется сильным, то интеграл имеет вид (6.12) и зависит от потенци-
ала w: чем сильнее поле w, тем быстрее течёт координатное время
(6.12). В пределе, когда w= c2, мы имеем t→∞. Вместе с тем, при
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w= c2 наступает коллапс (dτ= 0). Этот случай будет рассмотрен
позднее, поэтому сейчас мы по-прежнему будем полагать w< c2.

Рассмотрим координатное время в пространствах с конкрет-
ными метриками: в пространстве с метрикой Шварцшильда и в
пространстве с метрикой де Ситтера.

Если потенциалw характеризует ньютоновское гравитационное
поле (пространство с метрикой Шварцшильда), тогда

t = ±
∫

dτ

1 − GM
c2r

= ±

∫
dτ

1 − rg
r

, (6.14)

откуда следует, что чем ближе к гравитационному радиусу тяготе-
ющей массы, тем сильнее ход координатного времени отличается
от хода собственного времени наблюдателя.

В том случае, если величина w представляет собой потенциал
неньютоновского поля гравитации (как, например, в пространстве
с метрикой де Ситтера), тогда

t = ±
∫

dτ√
1 − λ r2

3

= ±

∫
dτ√

1 − r2

r2
inf

, (6.15)

из чего видно, что чем ближе фотометрическое расстояние r к ин-
фляционному радиусу коллапсара, тем быстрее (по абсолютной ве-
личине) течёт координатное время. В пределе при r→ rinf величина
координатного времени t→∞.

Таким образом, в отсутствии вращения пространства, но при
наличии гравитационного потенциала, координатное время в обыч-
ном и зеркальном пространствах течёт тем быстрее, чем больше
потенциал присутствующего поля.

Теперь исследуем общий случай, когда имеют место и вращение
пространства и гравитационное поле. Тогда интеграл для t имеет вид
(6.10), т.е. координатное время в неголономном (вращающемся)
пространстве складывается из двух частей:
1) “вращательного” времени, обусловленного наличием члена

vi dxi, имеющего размерность момента вращения, отнесённого
к единице массы;

2) обычного координатного времени, связанного с ходом собст-
венного времени наблюдателя.
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Изинтеграла для t (6.10) видно, что вращательное координатное
время, образованное вращением самого пространства, существует
и без наблюдателя (так как оно не зависит от τ). Для наблюдате-
ля, покоящегося на поверхности Земли (за исключением полюсов)
оно может быть интерпретировано как течение времени, обуслов-
ленное вращением нашей планеты. Оно есть всегда независимо от
того, фиксирует его наблюдатель или нет. Обычное координатное
время связано с наличием наблюдателя (зависит от его собствен-
ного времени τ) и с полем, существующим в точке наблюдения, в
частности, с полем ньютоновского потенциала.

Отметим, что при vi , 0 значение временной координаты t в
начальный момент наблюдения (когда собственное время наблюда-
теля τ0 = 0) отлично от нуля.

Записывая интеграл для t (6.10) в виде

t =
∫ 1

c2 vi dxi ± dτ

1 − w
c2

, (6.16)

получаем, что подинтегральное выражение:
1) положительно, если 1

c2 vi dxi >∓dτ ;
2) равно нулю, если 1

c2 vi dxi =±dτ ;
3) отрицательно, если 1

c2 vi dxi <∓dτ.
Следовательно, координатное время t для вещественного на-

блюдателя останавливается, если скалярное произведение скоро-
сти вращения на наблюдаемую скорость поступательного движения
объекта равна квадрату скорости света vi vi =±c2. Это происходит,
когда обе скорости по абсолютной величине равны скорости света,
а по направлению либо совпадают, либо направлены в противопо-
ложные стороны.

Область пространства-времени, удовлетворяющая условию
vi vi =±c2, при котором координатное время для вещественного
наблюдателя останавливается, является мембраной-зеркалом, раз-
деляющим области пространства с положительными и отрицатель-
ными значениями временной координаты — области с прямым и
обратным ходом времени.

Очевидно также, что обычный вещественный (досветовой) на-
блюдатель не может сопутствовать такому пространству отсчёта.
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Назовём зеркальным пространством область пространства-
времени, в которой координатное время имеет отрицательные зна-
чения. Рассмотрим свойства частиц в зеркальном пространстве.

Физически наблюдаемые компоненты четырёхмерного вектора
импульса массовой частицы с массой покоя m0, т.е. вектора

Pα = m0
dxα

ds
, (6.17)

имеют вид
P0
√
g00
= m

dt
dτ
= ±m , Pi =

m
c

vi, (6.18)

где знак “плюс” имеет место при прямом ходе координатного вре-
мени, а знак “минус” при обратном ходе координатного времени
относительно собственного времени наблюдателя. Квадрат четы-
рёхмерного вектора импульса имеет вид

PαPα = gαβ PαPβ = m2
0 , (6.19)

а его длина равна ∣∣∣ √PαPα
∣∣∣ = m0 . (6.20)

Таким образом, любая частица с ненулевой массой покоя, пред-
ставляющая собой четырёхмерную (пространственно-временную)
структуру, проецируется на время как диполь, состоящий из поло-
жительной массы +m и отрицательной массы −m. Но при проеци-
ровании Pα на трёхмерное пространство наблюдателя (простран-
ственное сечение), обе проекции сливаются в одну — трёхмерный
наблюдаемый импульс pi =mvi. То есть, каждая наблюдаемая ча-
стица с положительной релятивистской массой обладает зеркаль-
ным двойником, масса которого является отрицательной: частица и
её зеркальный двойник различаются лишь знаком массы, при этом
трёхмерный наблюдаемый импульс обеих частиц положителен.

Аналогично, для четырёхмерного волнового вектора

Kα =
ω

c
dxα

dσ
= k

dxα

dσ
, (6.21)

характеризующего безмассовую (светоподобную) частицу, физиче-
ски наблюдаемые проекции имеют вид

K0
√
g00
= ±k , Ki =

k
c

ci. (6.22)
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Это означает, что каждая безмассовая (светоподобная) частица
как четырёхмерный объект также существует в двух состояниях:
в нашем мире с прямым ходом времени она проявляется в виде
безмассовой частицы с положительной частотой, а в мире с обрат-
ным ходом времени — как безмассовая частица с отрицательной
частотой.

Определим материальную Вселенную как четырёхмерное
пространство-время, заполненное веществом и полями, в котором
движутся частицы. Тогда, так как каждая частица является четы-
рёхмерным дипольным объектом, можно сказать, что материальная
Вселенная как совокупность базового пространства-времени и ча-
стиц— также четырёхмерный дипольный объект, существующий в
двух состояниях: наша Вселенная, где массы частиц и временная
координата положительны, и её зеркальный двойник — зеркаль-
ная Вселенная, в которой массы частиц и временная координата
отрицательны, но трёхмерный наблюдаемый импульс положителен.
Вместе с тем, фоновое четырёхмерное пространство-время нашего
мира и зеркальной Вселенной — одно и то же.

Например, исследуя свойства Вселенной в целом, мы отвле-
каемся от действия ньютоновских полей тяготения редких “ост-
ровов” вещества и, таким образом, рассматриваем пространство
нашей Вселенной как пространство де Ситтера отрицательной че-
тырёхмерной кривизны (трёхмерная наблюдаемая кривизна в этом
случае положительна, см. §5.3). Таким образом, можно считать, что
наша Вселенная в целом — это область пространства де Ситте-
ра отрицательной четырёхмерной кривизны, в которой временная
координата и массы частиц положительны, тогда как зеркальная
Вселенная — область того же пространства де Ситтера, в которой,
наоборот, временная координата и массы частиц являются отрица-
тельными.

Вопрос о мембране, разделяющей нашу Вселенную и зеркаль-
ную Вселенную в базовом пространстве-времени и не позволяющей
им “смешиваться” и препятствующей тотальной аннигиляции ча-
стиц, мы рассмотрим в следующем параграфе.

Теперь исследуем дипольную структуру Вселенной для слу-
чая, когда dτ= 0, т.е. в сколлапсировавших областях обычного
пространства-времени (внутри коллапсаров) и в полностью вырож-
денном пространстве-времени (нуль-пространстве).
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Как мы показали ранее, условие dτ= 0 имеет место в обычном
(невырожденном) пространстве-времени в случае коллапса. При
этом пространство является голономным (не вращается). Тогда

dτ =
(
1 −

w
c2

)
dt = 0 . (6.23)

Это условие справедливо для коллапса любого типа, т.е. для
коллапса любого типа гравитационного потенциалаw, в том числе и
для неньютоновского потенциала. При dτ= 0 (6.23) четырёхмерная
метрика принимает вид

ds2 = −dσ2 = −hik dxidxk = gik dxidxk = gik uiukdt2, (6.24)

следовательно, в этом случае

|ds | = idσ = i
√

hik uiuk dt = iudt , u2 = hik uiuk, (6.25)

так что четырёхмерный вектор импульса частицы на поверхности
коллапсара принимает вид

Pα = m0
dxα

dσ
, dσ = udt . (6.26)

Его квадрат равен

PαPα = gαβ PαPβ = −m2
0 , (6.27)

следовательно, длина вектора Pα (6.26) является мнимой∣∣∣ √PαPα
∣∣∣ = im0 . (6.28)

Последнее, в частности, означает, что на поверхности коллап-
сара обитают частицы с мнимыми массами. Но в то же время это
не означает, что там должны наблюдаться сверхсветовые частицы в
обычномпонимании (тахионы, массы которых являютсямнимыми).
На поверхности коллапсара вообще не может быть речи о наблюда-
емой скорости, так как там, с точки зрения внешнего наблюдателя,
наблюдаемое время останавливается dτ= 0.

Компоненты четырёхмерного вектора импульса частиц, обита-
ющих на поверхности коллапсара (6.26), формально имеет следую-
щий вид

P0 =
m0c

u
, Pi =

m0

u
ui. (6.29)
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Однако фактически мы не можем их наблюдать, так как на по-
верхности коллапсара собственное время обычного (вещественно-
го) наблюдателя останавливается. Вместе с тем, входящая в это
выражение скорость ui = dx i

dt является координатной величиной и не
зависит от собственного времени наблюдателя. Поэтому мы можем
интерпретировать пространственный вектор Pi =

m0
u ui как коорди-

натный импульс частицы, а величину m0
u c3 как энергию частицы на

поверхности коллапсара. Здесь энергия частицы обладает лишь од-
ним знаком, поэтому поверхность коллапсара как четырёхмерная
область пространства-времени (область материальной Вселенной)
не является дипольным объектом из двух зеркальных двойников:
поверхность коллапсара (независимо от его природы) существует в
единственном состоянии.

Вместе с тем, поверхность коллапсара (g00 = 0) можно рассмат-
ривать как мембрану, разделяющую четырёхмерные области прост-
ранства-времени до коллапса и после коллапса. До коллапса g00 > 0
и собственное время наблюдателя τ является вещественным. После
коллапса g00 < 0, следовательно, τ становится мнимым. При пере-
сечении наблюдателем поверхности коллапсара, его собственное
время “поворачивается” на 90◦, меняясь ролями с пространствен-
ными координатами.

Понятие “светоподобная частица” на поверхности коллапсара
теряет смысл, т.к., поскольку для светоподобных частиц dσ= cdτ,
на поверхности коллапсара (dτ= 0) для них выполняется условие

u =
√

hik uiuk =

√
hik dxidxk

dt2 =
dσ
dt
=

cdτ
dt
= 0 . (6.30)

Остановка собственного времени наблюдателя (dτ= 0) также
имеет место в полностью вырожденном пространстве-времени
(нуль-пространстве): в нуль-пространстве, по определению, dτ= 0
и dσ= 0. Эти условия (условия полного вырождения пространства-
времени) можно записать в следующем виде

w + vi ui = c2, gik uiuk = c2
(
1 −

w
c2

)2
. (6.31)

Частицы, обитающие в вырожденном пространстве-времени
(нуль-частицы), обладают нулевой обычной релятивистской массой
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m= 0, но ненулевой массой M (1.79) и ненулевым импульсом, обла-
дающим свойством знакопостоянства

M =
m

1 − 1
c2

(
w + vi ui) , pi = Mui. (6.32)

Таким образом, зеркального двойника имеет только обычная
материя—массовые и безмассовые частицы вне состояния коллап-
са. При этом сколлапсировавшие объекты обычного пространства-
времени (коллапсары, в том числе — чёрные дыры), не обладаю-
щие свойством зеркальной дипольности, являются “общими” объ-
ектами нашей Вселенной и зеркальной Вселенной. Объекты нуль-
пространства, также не обладающие свойством зеркальной диполь-
ности, в силу полного вырождения метрики находятся за преде-
лами базового пространства-времени. Выход в “нейтральные зо-
ны”, т.е. на поверхность сколлапсировавших объектов обычного
пространства-времени и в нуль-пространство, возможен как из на-
шей Вселенной (мира с положительным ходом координатного вре-
мени), так и из зеркальнойВселенной (мира с отрицательным ходом
координатного времени).

6.2 Условия перехода через мембрану между нашим миром и
зеркальной Вселенной

Теперь выясним, что является мембраной, которая разделяет
наш мир и зеркальную Вселенную в базовом пространстве-времени
и, таким образом, препятствует тотальной аннигиляции всех частиц
с отрицательными и положительными массами.

В нашем мире dt> 0, в зеркальной Вселенной dt< 0. Следова-
тельно, разделяющая их мембрана — это область пространства-
времени, в которой dt= 0 (координатное время останавливается).
То есть, это область, характеризуемая условием

dt
dτ
=

1

1 − w
c2

(
1
c2 vi vi ± 1

)
= 0 , (6.33)

которое можно записать в виде

dt =
1

1 − w
c2

(
1
c2 vi dxi ± dτ

)
= 0 . (6.34)
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Втораяформа записи более универсальна, так как применима не
только в пространстве-времени общей теории относительности, но
и в обобщённом пространстве-времени, допускающем вырождение
метрики.

Физические условия внутримембраны (t= const, т.е. dt= 0), раз-
деляющей наш мир и зеркальную Вселенную, согласно выражению
(6.34), характеризуются следующим соотношением

vi dxi ± c2dτ = 0 , (6.35)

которое иначе можно записать следующим образом

vi vi = ± c2. (6.36)

Это условие представляет собой скалярное произведение век-
тора линейной скорости вращения пространства и вектора наблю-
даемой скорости перемещения тела. Его можно записать в виде

vi vi = |vi | |vi | cos
(
vi; vi) = ± c2. (6.37)

Отсюда следует, что это условие имеет место, когда скорости
vi и vi равны по абсолютной величине скорости света и направлены
либо в противоположные стороны (знак “минус”), либо сонаправ-
лены (знак “плюс”).

Таким образом, мембрана, разделяющая наш мир и зеркальную
Вселенную (мир с обратным ходом времени), физически представ-
ляет собой пространство, которое движется поступательно со ско-
ростью света и одновременно вращается также со скоростью света,
т.е. описывает правую или левую светоподобную спираль. В ми-
ре элементарных частиц такое пространство можно сопоставить с
частицами, обладающими спиральностью (например, с фотонами).

Подставляя dt= 0 в выражение для ds2, получаем метрику внут-
ри мембраны

ds2 = gik dxidxk, (6.38)

т.е. такое же выражение как и на поверхности коллапсара. Посколь-
ку она является частным случаем пространственно-временной мет-
рики с сигнатурой (+−−−), то ds2 в данном случае строго отрицате-
лен. Это означает, что в области пространства-времени, являющей-
ся мембраной между нашим миром и зеркальной Вселенной, четы-
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рёхмерный интервал является пространственно-подобным. Отли-
чие от пространственно-подобной метрики на поверхности коллап-
сара (6.24) состоит в том, что при коллапсе вращение пространства
отсутствует (gik =−hik), тогда как в данном случае gik =−hik +

1
c2 vi vk

(1.18). Иначе говоря,

ds2 = gik dxidxk = − hik dxidxk +
1
c2 vi vk dxidxk, (6.39)

т.е. четырёхмерная метрика внутри мембраны является простран-
ственно-подобной из-за такого вращения пространства, при кото-
ром выполняется условие vi dxi =±c2dτ.

В результате обычная массовая частица (независимо от знака её
массы) не может проникнуть в своём естественном виде через мем-
брану между нашим миром и зеркальной Вселенной: их разделяет
барьер— область пространства-времени, в которой обитают свето-
подобные частицы, описывающие правые или левые светоподобные
спирали.

Вместе с тем, как мы сейчас увидим, обменные взаимодействия
между нашим миром и зеркальной Вселенной возможны, но не в
результате появления частиц другого мира с массами противопо-
ложного знака, а через посредничество материи в состоянии, явля-
ющимся предельным случаем как частиц с положительными, так и
с отрицательными массами.

Действительно, предельным случаем частиц с m> 0 и m< 0 яв-
ляются частицы, релятивистская масса которых m= 0. С точки зре-
ния геометрии пространства-времени, область обитания частиц с
нулевой релятивистской массой является касательной в точке к об-
ластям обитания частиц с массами m> 0 и m< 0. Это означает, что
частицы с массой m= 0 могут иметь обменные взаимодействия как
с частицами нашего мира (m> 0), так и с частицами зеркальной
Вселенной (m< 0).

Частицы с нулевой релятивистской массой m= 0, по опреде-
лению, существуют в области пространства-времени, в которой
ds2 = 0 и c2dτ2 = dσ2 = 0. Приравнивая к нулю ds2 внутри мембраны
(6.38), получаем следующее физическое условие

ds2 = gik dxidxk = 0 , (6.40)

которое, очевидно, может иметь место в двух случаях:
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1) когда все величины dxi равны нулю, т.е. dxi = 0;
2) когда трёхмерная метрика вырождается g̃= det ∥gik∥= 0.
Первый случай реализуется в обычном пространстве-времени

при предельных условиях на поверхности коллапсара: когда вся
поверхность коллапсара стягивается в точку, все dxi = 0 и, следова-
тельно, метрика на его поверхностипринимает видds2 =−hik dxidxk

= gik dxidxk (6.24).
Второй случай реализуется на поверхности коллапсаров, суще-

ствующих в нуль-пространстве: так как в нуль-пространстве, по
определению, выполняется условие gik dxidxk =

(
1− w

c2

)2
c2dt2, то

при w= c2 всегда gik dxidxk = 0.
Первый случай является асимптотическим, поэтому в реаль-

ности не имеет места. Следовательно, можно ожидать, что по-
средничество в обменных взаимодействиях между нашим миром
и зеркальной Вселенной (антимиром с обратным ходом времени)
осуществляют частицы с нулевой релятивистской массой (нуль-
частицы) на поверхности коллапсаров в полностью вырожденном
пространстве-времени (нуль-пространстве).

6.3 Заключение

Итак, в этой главе мы показали, что наша Вселенная пред-
ставляет собой наблюдаемую область пространства-времени, где
временная координата положительна и частицы имеют положи-
тельные массы и энергии. Зеркальная Вселенная — это область
пространства-времени, в которой, с точки зрения обычного на-
блюдателя, расположенного в нашем мире, временная координа-
та отрицательна и частицы обладают отрицательными массами и
энергиями. С точки зрения наблюдателя в нашем мире, зеркаль-
ная Вселенная — это мир с обратным ходом времени, где частицы
движутся по отношению к нам из будущего в прошлое.

Эти два мира разделены пространственно-временной мембра-
ной — областью пространства-времени, населённой светоподоб-
ными частицами движущимися вдоль светоподобных спиралей. В
масштабах элементарных частиц такое пространство может быть
отнесено к локальному пространству частиц, обладающих спираль-
ностью (например, фотонов). Эта мембрана препятствует смеши-
ванию частиц с положительными и отрицательными массами и, та-
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ким образом, предотвращает их тотальную аннигиляцию. Обмен-
ные взаимодействия между двумя мирами могут осуществлять-
ся посредством частиц с нулевой релятивистской массой (нуль-
частиц) при физических условиях, существующих на поверхно-
сти коллапсаров в полностью вырожденном пространстве-времени
(нуль-пространстве).
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Изображение на обложке и титульном листе: загадочная гравюра на дереве неиз-
вестного средневекового художника. Её называют гравюра Фламмариона, так
как она воспроизведена на стр. 163 книги Камилла Фламмариона L’Atmosphère:
Météorologie populaire (Париж, 1888 г.), излагающей метеорологию для широ-
кой аудитории. На этой гравюре по дереву изображён человек, вглядывающийся
сквозь атмосферу Земли, как если бы это был занавес, позволяющий заглянуть
внутрь Вселенной. Подпись к гравюре гласит: “Un Missionnaire du moyen àge
raconte qu’il avait trouvé le point où le ciel et la Terre se touchent. . . ”, что пере-
водится как “Средневековый миссионер рассказывает, что он нашел точку, где
встречаются небеса [в смысле “небо”] и Земля. . . ”
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